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1. Eloszo

»A matematika a tudomanyok Kiralynéje, és a szamelmélet a korona a kiralyno fején.”
Gauss

Az altalanos iskoldban, amikor eldszor hallottam a primszamokrol, teljesen
lenytigoztek. Kételkedtem abban, hogy végtelen sokan vannak. K&zépiskolaban nem értettem,
hogy miért nincs még valasz sok egyszeriinek tind kérdésre. Soha nem felejtem el ezeket az
érdekes matematika orakat. Mar akkoriban elhataroztam, ha majd tobbet tudok a szamokrol és

azok természetérol, akkor szerkesztek egy szamelmélettel foglalkozo konyvet.

Most végre megvalosithatom ezt a régi tervemet! A boriton az elsd primkeresd

algoritmust kitalalé Eratoszthenész szitdjanak részlete lathato.

Végtelen sok primszam van. Ennek a tételnek napjainkig a legszebb indirekt
bizonyitasat Eukleidész adta tobb mint 2300 éve. Tiszteletemet kifejezve, erre a tételre még

11 kiilénb6z6 bizonyitasi eljarast mutatok be.
A konyvet harom logikai egységre osztottam:
1. A szdmelmélet torténete.
2. Amit mar tudunk, és amit még nem tudunk a primekrol.
3. Primszdmokkal kapcsolatos feladatok, és azok megoldasai.

Az elso részt igyekeztem roviden €s érthetden bemutatni. A masodik egységben
vannak olyan tételek €s bizonyitasok, amelyek meghaladjak a gimnaziumi tananyag szintjét.
A hatodik fejezetben talalhat6 feladatok tobbségének megoldasahoz nincs sziikség az

egyetemi tananyag ismeretére, tehat fiatalabb didkoknak is ajanlom a gy{ijteményt.

Ha egy bizonyos témakort alaposabban szeretne megismerni, akkor arra biztatom,

hogy szdmelmélettel foglalkozé konyvekben, honlapokon nézzen utdna bévebben!

Minden matematikat, és az érdekes feladatokat kedveld Olvasonak kivanok hasznos

szorakozast, jo tanulast!

Nyiregyhaza, 2021.07.02. Kropog Laszlo



2. A szamelmélet torténete

A szamelmélet csak a 17.-18. szdzadban valt 6nall6 kutatasi teriiletté, de mégis
mondhatjuk, hogy ez a matematika legrégebbi 4ga. Az eredete szinte minden nép esetében a
szammisztikara vezethetd vissza. Plithagorasz €s tanitvanyai is az Istenekhez vald
felemelkedés eszkozét lattak benne. Oket tekinthetjiik a szamelmélet megalapozoinak. Olyan
fogalmakat alkottak meg, mint a paros, paratlan, barati, tokéletes, figuralis szamok. Ok
vezették be a primszam és az Gsszetett szam fogalmat. Eukleidész miivében talaljuk a mai
napig az egyik legszebb bizonyitast a primszamok végtelenségére. Eratoszthenész zsenialis
algoritmust adott a primszamok kivalogatasara. Tudjuk, hogy a piithagoreusoknal csak a
természetes szamokat tekintették szamnak. Ezeket az eredményeket akkor tudjuk igazan
értékelni, ha a 2.3. fejezetben meglatjuk, hogy milyen szdmiras és milyen eszkozok alltak a

rendelkezéstikre.

A szamelmélet sok szempontbol kiilonbdzik a matematika tobbi teriiletétol. Itt
talalhat6 a legtobb megoldatlan probléma, melyeknek a vonzerejét csak ndveli, hogy
egyszerlien megfogalmazhat6 és megérthetd. A matematikdnak ez az egyetlen 4ga, melyben

kozel 1800 éven keresztiil nagyon kevés fejlodés tortént, Diophantosztol egészen Fermatig.

2.1. A szamfogalom kialakulasa és fejlodése

A természetes szamokat Isten teremtette, minden egyéb az ember miive.
Kronecker

Mar az 6korban jelen voltak a természetes szamok mellett a tortek is. A tortekhez
viszont nem kapcsoltak az osztas fogalmat. Ugyanakkor ie. 2000 koriil Babilonban mar helyi

értékes hatvanas szamrendszerben irtak a szamokat, és bevezették a hatvanados torteket.

Ok nagyon j6 kozelitést adtak v/2-nek, ilyen tortekkel. Nem okozott problémat, hogy a
négyzet atlgja nem fejezhetd ki sem egész, sem tort szammal. Ez viszont mar a gérogoknél az
irracionalis szam felfedezéséhez vezetett. Ezt 6k a geometria nyelvén dsszemérhetetlen

szakaszok form4jaban fogalmaztak meg.



A negativ szamok csak nagyon késon keriiltek elfogadasra a matematikaban. Erre
viszont az egyenletek megoldasanal sziikség volt. Diophantosz még tigy iigyeskedett, hogy

elkertilje a negativ szamokat. Ezeket a gyokoket nem fogadta el megoldéasnak.

Chuquet mar jelet is talalt ki a negativ szamoknak, de Cardano csak fiktiv szamoknak
nevezte azokat, pedig mar szamolt veliik. Ebben az idében Stifel a negativ szdmokat abszurd
szamoknak nevezte. Viéte sem tekintette az az egyenlet megoldasanak a negativ szdmokat,
viszont Descartes mar fenntartasok nélkiil szamolt veliik. Még ekkor sem tekintették a torteket

¢és a negativ szdmokat a természetes szdmokkal egyenjogunak, de azért hasznaltak oket.

Még nem tisztaztak a negativ szamok szerepét sem, mar jelentkeztek a harmadfokt
egyenletek megoldasanal a képzetes szamok, illetve komplex szamok. El6szér Bombelli
probalta megalapozni a komplex szamok elméletét, kevés sikerrel. Ez Argandnak és
Wesselnek sikertilt. Véglegesen Gauss 1831-ben tisztazta, amikor a komplex szamoknak a
derékszogl koordinata rendszerben vald dbrazolasaval minden komplex szdmot, mint
rendezett szampart definidlt. Ezzel egy idében hasonléan oldotta meg Hamilton és Bolyai
Janos is, de 6k tisztan aritmetikai alapon. Hamilton megprobalta kidolgozni a szamharmasok
¢s szamnégyesek algebrajat is. A komplex szdmok a + bi alakja nyoman megalkotta az a +

bi + cj + dk alaka kvaternidkat, ahol a, b, ¢, d valds szamok, az i, j, k pedig egységek.

Ez az elmélet nagy vitakat sziilt a matematikusok korében. Azonban Charles Pierce,
Georg Frobenius és Joseph Cartan kidolgoztak a kettdnél tobb egységet tartalmazo szamok
elméletét, az Gn. hiperkomplex szamokat. Ekkor a kvaterniok is elfogadottd valtak az
asszociativ szamrendszerek vilagaban. Ha az a + bi + ¢j + dk kvaternioban a = 0, akkor
tiszta kvaternionak nevezziik. Minden tiszta kvaternionak megfelel egy haromdimenzios
vektor. Hamilton azért vezette be a kvaterniokat, hogy elvégezhetd legyen az osztas a
vektorok kozott. Ezzel egy idoben Grassmann megalapozta a vektorelméletet, igy 6 mar
eljutott az n-dimenzios vektor fogalmahoz. Ezt kovetéen William Clifford ezt
tovabbfejlesztve megalkotta a bikvaterniokat. Ezek a + be alaka szamok, ahol a és b komplex
szamok, €2 pedig +1, —1, vagy 0 lehet. Ezzel alkalmas szdmokat talalt a nemeuklideszi

geometridban a mozgasok leirdsdhoz.

A szamfogalom fejlodése az algebra teriiletén tortént. Ezt igazolja a kovetkezd
altalanositas: A racionalis szamokat az ax + b = 0 egész egyiitthatds els6foku egyenlet

megoldasainak is tekinthetjiik. Ebbdl ered az algebrai szdm fogalma is.



Fermat foglalkozott olyan szamokkal, amelyek egész egylitthatdju algebrai egyenlet
gyokei lehetnek. Definicidja szerint: Algebrai szamoknak nevezziik azokat a szdmokat,

amelyek gyokei lehetnek az alabbi n-edfokt egész egyiitthatoju algebrai egyenletnek:
apx™ + ap_x" 1+ +ax+ay,=0

Ezt a gondolatot egészitette ki Lejeune Dirichlet a kdvetkezdvel: Egésznek nevezziik
azokat az algebrai szamokat, melyek gyokei lehetnek az alabbi n-edfoku egész egylitthatdju

algebrai egyenletnek:
X"+ ap_x" T+t ax+ag=0

Ezek szerint a racionalis szamok azok, melyek az a;x + ay = 0 egész egyiitthatoja

elséfoku egyenletnek gyokei lehetnek.

Kummer dolgozta ki 1842-ben az algebrai szamok elméletét. Georg Cantor
bizonyitotta be, hogy 1éteznek nem algebrai komplex szamok is. Igazolta ugyanis, hogy az
algebrai szamok halmaza megszamlalhat6 szamossagl. Mivel a komplex szdmok halmaza
kontinuum szdmossagu, ezért kell lennie olyan komplex szdmnak, amelyik nem algebrai
szam. Az ilyen szamokat Euler utan transzcendens szamnak nevezziik. Kissé meglepd, de a
valds szamok kozott is vannak transzcendens szamok, sot végtelen sok. El0szor a -r6l és az e
szamrol deriilt ki, hogy transzcendens szam. Heinrich Lambert 1766-ban igazolta, hogy a m és
az e irracionalis szamok. Charles Hermite 1873-ban a r-r6l, Ferdinand Lindemann 1882-ben
az e szamrol mutatta ki, hogy transzcendens. Cantor bizonyitasa igazolja, hogy végtelen sok
transzcendens szam létezik a komplex és a valos szamok kozott is, de nem adott mddszert
ezek megkeresésére. Ezt tette lehetové még a Cantor bizonyitasa eldtt megsziiletett Liouville

tétel (1851).

Ahhoz, hogy a tételt pontosan meg tudjuk fogalmazni, nézziik meg az algebrai szdm
fokanak a meghatarozasat. Definicio: Ha egy z algebrai szam kielégit egy n-edfoka (n > 1)
egeész egylitthatos algebrai egyenletet, de nem elégit ki egyetlen alacsonyabb foku ilyen

egyenletet sem, azt mondjuk, hogy a z n-edfoku algebrai szam.

Példaul a V5 masodfoku algebrai szam, mert kielégiti az x2 — 5 = 0 egyenletet, de
nem lehet gydke egyetlen ax + b = 0 alakl egyenletnek sem. A fejezet elején mar volt arrol

sz0, hogy egy irraciondlis algebrai szdmot lehet kozeliteni raciondlis szamok sorozataval,

példaul (v2).



Ha z n-edfoku valos algebrai szam (ahol n > 1, valamint p és q relativ primek), akkor

elég nagy ( esetén:

1
qnt1

Vagyis a g nevez6ji tortekkel elég nagy q esetén a z-t -né¢l nagyobb pontossaggal

nem lehet megkozeliteni. Ezzel a feltétellel sikeresen tudott transzcendens valds szamokat

keresni. Az alabbi z transzcendens szam, ha g > 1:

1 1 1 1

z=1l+—-"+—+—+ "+ ——+ "
q q12 q123 q123 n

Az algebrai szamoknak a racionalis szamokkal valé megkozelitésével tobben is

foglalkoztak. Axel Thue tovabb élesitette Liouville egyenl6tlenségét ugy, hogy (n + 1)
helyére (nTJrZ + s)-t irt, ahol € tetszblegesen kicsi valds szam. Carl Ludwig Siegel pedig

bebizonyitotta, hogy (n + 1) felcserélhetd 2v/n-re Végiil Klaus Fridrich Roth az (n + 1)
kifejezést (2 + €)-ra cserélte, ahol € > 0.

Az egyik legnehezebbnek tlind problémat 1900-ban a parizsi matematikai

kongresszuson Hilbert vetette fel: A 22 transzcendens szdm-€?

Ko6zel harminc évig azt sem tudtak belatni, hogy irracionalis szam. Uj modszereket
kidolgozva (a matematikaban fontos szerepet jatszo szamok transzcendens voltdnak
bizonyitasara) egymastol fliggetleniil igazolta Siegel és Gelfond, hogy transzcendens szam.
Tételiikben kimondtak, hogy minden a® alaku szam, (ahol a a 0-tol és 1-t31 kiilonbozé

algebrai szam és [§ legalabb masodfoku algebrai szdm) transzcendens.

A komplex szamokat oszthatdsag szempontjabol eldszor Gauss kezdte vizsgalni.
Rajott, hogy az a + bi komplex szamok korében, ahol a és b irracionalis szam, az oszthatdsag
alaptulajdonsagai megmaradnak. Ezeket Gauss-egészeknek nevezziik. Meglepd, hogy minden

Gauss-féle egész egyben egész algebrai szam is, de forditva nem igaz.

A szamfogalmat sokféle szempontbol lehet altaldnositani. Nagyon kiilonos

altalanositast talalt ki Kiirschdk Jozsef. Bevezette a p-adikus szamokat az alabbi modon:

Legyen p egy rogzitett primszam, és legyenek a,, a;, a,, -, a,, -+ a p-nél kisebb nem negativ

egeész szamok.



Az ag + a;p + ayp? + asp® + -+ a,p™ + -+, végtelen 6sszeget (ha létezik) p-adikus egész
szamnak nevezziik. Ez a szdmfogalom, amely nagyon mesterkéltnek tlinik, jelentds

alkalmazasra talalt a hatvanysorok elméletében.

Egy masik érdekesség, a negativ alapt szamrendszer. A negativ alapu szamrendszerek
helyi értékes szamjelolési rendszerek, ahol az alapszam negativ. Altalaban felteszik, hogy az
alapszam -1-nél kisebb. Ezekben a szdmrendszerekben is abrazolhaté minden valés szdm. A
negativ szamok eldjel nélkiil is dbrazolhatok, viszont a szamok 0sszehasonlitasa és a
miiveletek bonyolultabbak lesznek. Az eléjelrdl sz616 informaciot a szam hossza tarolja, a
negativ szamok egy jeggyel hosszabbak az ellentettjiiknél. Hogy pozitiv alapt
megfeleldjiikté] megkiilonbdztessék ezeket a szamrendszereket, annak neve elé teszik a nega-
elétagot. Példaul a -2 alapu szdmrendszer negabindris, a -3 alapll negaternaris, a -10 alapti

negadecimalis, és igy tovabb.
Tekintsiik a 12 243 4bréazolas jelentését, ahol az alap -10:

b* tobbszorosei b3 tobbszorosei  b? tobbszorosei bl tobbszorosei  b° tobbszorosei

(10000) (=1000) (100) (—=10) (1)

Mivel 10 000 + (—2000) + 200 + (—40) + 3 = 8163, a negadecimalis 12 243 jelentése 8163 a

tizes szamrendszerben.

Els6ként Vittorio Griinwald foglalkozott negativ szamrendszerekkel a Giornale di
Matematiche di Battaglini cimii m{ivében, ami 1885-ben jelent meg. Griinwald
algoritmusokat adott az 6sszeadasra, kivondasra, szorzasra, osztasra, gyokvonasra, oszthatosag
megallapitasara €s a mas szamrendszerre valo attérésre. Késobb egymastol fiiggetlentil Gjra

felfedezte A. J. Kempner 1936-ban és Zdzistaw Pawlak és A. Wakulicz 1959-ben.

Z. Pawlak és A. Lazarkiewicz elképzelései alapjan a lengyel Matematikai Intézet
Varsoban 1957 és 1959 kozott megépitette a BINEG nevill szamitogépet, amely implementalta

a negabinaris szamrendszert. Az6ta a megvaldsitasok ritkak.



Hasznalata:

Jeldlje az alapot -r. Ekkor minden egész szdm egyértelmuen felirhatd, mint:

a=;di-<—r)i

Ahol minden d,, egy 0 és r — 1 kozotti egész, és az elsé jegy pozitiv, ha az n is pozitiv. Ekkor

az a egész -r alapu szamrendszerben d,,d,,_4 -+ d1d, alakq.

A negativ alapu szdmrendszerek Osszehasonlithatok az eldjeles jegyeket hasznald
szamrendszerekkel, koztiik a kiegyenstlyozott harmas alapu szdmrendszerrel. Az eldjeles
jegyek lehetnek pozitivak vagy negativak is, amit nyomokban, tobb nyelvben is fellelhetiink.
A kiegyensulyozott harmas szamrendszerben a szamjegyek 0, 1 és -1, ezekkel a jegyekkel

minden valos szam felirhato.

Vannak szamok, amelyek a -r alapti szdmrendszerben ugyanugy néznek ki, mint az r
alapu szamrendszerben. Erre trividlis példak a nem negativ egy jegyt szdmok. Kevésbé

trivialis a 107 a tizes és a negadecimalis szdmrendszerben. Hasonl6an, a
17=2%+2°=(-2)*+ (-2)°

fgy 10001 a kettes szamrendszerben, és 10001 a negabinaris szamrendszerben.

Negativ alapl szamrendszerben a negativ szamok paros, a pozitiv szamok paratlan hosszuak.



Neéhany szam pozitiv €s a megfeleld negativ alapi szamrendszerben:

Decimalis

© 00 N oo o A W N B+ O

L e T Y = Y Y S T
~N o o WO N B O

Negadecimalis

15
16
17
18

[EEN
(o]

© 00 N oo o1 B~ W N -, O

190
191
192
193
194
195
196
197

Binaris

-101
-100
-11
-10
-1

0

1

10
11
100
101
110
111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111
10000
10001

Negabinaris
1111
1100
1101
10

11

0

1

110
111
100
101
11010
11011
11000
11001
11110
11111
11100
11101
10010
10011
10000
10001

Ternaris
-12
-11
-10

10
11
12
20
21
22
100
101
102
110
111
112
120
121
122

Negaternaris
21
22
10
11
12
0

1

2
120
121
122
110
111
112
100
101
102
220
221
222
210
211
212



2.2. Egyiptom és Babilon matematikaja

Az i.e. IV. évezredben, ezekben a kultarakban fejlodott ki az iras és a szamiras.
Egyiptom:

Az O birodalom (i.e. 3000-i.e. 2000) idején alakult ki a képiras és a szamiréas. Ekkor
éptiltek a nagy piramisok is. Ezt az irast hieroglifikusnak nevezziik. A hieroglifa gérdgiil szent
bevésést jelent. A hieroglif szdmiras jegyei a papiruszon tollal val6 irdsra torténd attéréskor
hieratikus (papi) szamjegyekké modosultak. Az i.e. 700 koriili idében jabb valtozat alakult

ki, a démotikus (népi).

Az okori Egyiptom matematikajat két nagy és néhany kisebb toredék papirusz alapjan
ismertiik meg. Az egyik a Rhind-papirusz, amit Henry Rhind skot régész vasarolt 1858-ban és
a British Muzeumnak ajandékozott. Ezt egy Ahmesz nevii irnok masolta i.e. 1650 koriil egy
korabbi eredetirdl. Ez a papirusz 5,5 méter hosszl, 32 cm széles és 84 gyakorlati feladat
megoldésat tartalmazza. Nem talalhato rajta matematikai indoklés, illetve bizonyitds sem. A
masik a moszkvai papirusz, amit az orosz kereskedd, Golenyisov vasarolt meg 1893-ban. Ez 5

méter hosszu, de csak 8 cm széles és 25 feladat megoldasa talalhato rajta.

Az egyiptomi hieratikus irast a kutatok sokaig nem tudtdk megfejteni. Ez a francia
Champollionnak sikeriilt a rosette-i k6 alapjan, amelyet Napdleon zsakmanyolt a hadjarata
soran 1799-ben. Ezen a kdtablan, harom nyelven ugyanaz a szoveg olvashatd. Gorog,
hieroglifikus, és démotikus irassal. Mivel ismerték a gorog irast, igy le tudtak forditani a
papiruszok szovegét is. A matematikai elemzéseket Neugebauer német matematikus végezte

el.

Ezekbdl a papiruszokbol kidertiilt, hogy az egyiptomiaknak 10-es szamrendszeriik volt,
de a szamirasuk nem helyi értékes. Ennek kovetkeztében minden tizes egységnek kiilon

jelolése volt. A helyi érték hianya miatt a matematikajuk additiv jellegii.

A tortek ismerete és hasznalata az egyiptomi matematika egyik legkiilondsebb vonasa.

A Rhind-papirusz egy tablazattal kezdddik, amely tartalmazza a % alaku tortek torzstortek (az

1 szamlaloju tortek) Gsszegére bontasat minden paratlan n- re 5-t61 101-ig. Az ; mellett az

[SS R T
NN SN
Sl w

,g, torteket tekintették természetes torteknek. Késobb kialakultak a tetszéleges

)

torzstortek, vagyis az egység tetszéleges részekre valo osztasanak fogalma.
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A tobbi tortet — a szorzas fogalmanak hianya miatt — nem egy torzstort

tobbszordseként fogtak fel, hanem torzstortek osszegeként. Példaul a 92—7 nem 2 - % , hanem

I e Erdekes, hogy a 2 = 2 4+ 1 felbontast nem hasznaltak. Példaul:
97 56 679 776 n no on

2_1.1 2 _1,
5 3715 Y49 1373

1 1

52 * 104

Tobb feladatban is a szorzas és osztas dsszeadasra (kétszerezésre) torténd

visszavezetését lathatjuk. A 32. feladat a 13 - 12 szorzést az alabbi mddon oldja meg:

* 1 12
2 24
* 4 48
* 8 96
13 156

Tehat mindig kétszereztek és a x-gal megjelolt részosszegeket Gsszeadtak.

Még érdekesebb az osztas visszavezetése Osszeadasra. A kérdést nem ugy tették fel,

hogy mennyi 45 osztva 5- tel, hanem: Szamolj 6tosével egészen 45-ig!

1 5 *
2 10

4 20

8 40 *
9 45
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Ha nem egész szam volt az eredmény, akkor a torttablazattal oldottdk meg. Példaul:

Szamolj 6tosével egészen 43-ig!

1 5
2 10
4 20
8 40 *
8 40

A maradék 3-ra Gjabb feladat jott: Szamolj 6tosével, mig 1-et kapsz!

* 1 1
5
* 2 2_1+1
5 3 15
3 1+2_1+1+1
5 5 5 3 15
Tehat:
43_8+1+1+1
5 3 5 15

Ezzel a mddszerrel tudtak szorozni tortet torttel, illetve egészet torttel osztani. A
papiruszokon talalhato feladatok nagy része konkrét gyakorlati jellegii, de a megoldasokbol
latszik, hogy egyszerii egy ismeretlenes egyenleteket is meg tudtak oldani. Ezeket nem
algebrai Uton oldottadk meg, hanem a hamis feltevés mdodszerével, aritmetikai eszkdzokkel.
Ilyen a Rhind-papirusz 26. feladata: Egy sokasag és negyede 6sszesen 15. Mennyi a sokasag?
Legyen a sokasag 4, ennek a negyede 1, ez Osszesen 5. Az 5-6t 3-szor kell venni, hogy 15

legyen, ezért a 4-et is 3-szor kell venni. Tehat a sokasag 12.

44l +X=15
= = — =
4 Ty
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Babilonia:

Babildnidban az egyiptominal 1ényegesen magasabb szinvonalat ért el a matematika.
Az ismereteik rogzitésére égetett agyagtablakat hasznaltak, melyekbdl mintegy 400000
darabot talaltak meg régészek. Ezek koziil 50 matematikai szoveget tartalmazo és kb. 200

szovegnélkiili szamolas.

Az ékiras megfejtésében szintén egy haromnyelvii kdtabla segitett, a behisztuni k. A
tabla Operzsa, elami €s babiloniai (akkad) szovegébdl a német Grotefend és az angol
Rawlinson értelmezte az irdsjeleket. A matematikai tablak elemzését Neugebauer és Van Der

Waerden végezte el.

Ezekbdl kidertil, hogy a 60-as helyi értékes szamrendszert hasznaltdk. A szamok irasat
két jelre épitették fel: az ¥ allo ék, amely értéke 1, és a A fekvo €k jelére, amely értéke 10
volt. Hidnyzott viszont az egyértelmii szdmolvasdshoz a hatvanados vesszd (torteknél), illetve
a helypo6tlo (nulla) jel. A nullara késébb bevezettek egy jelet, de a végén nem jelolték, igy a
pontos értékre csak a szoveg alapjan lehetett kovetkeztetni. A helyi érték elvét alkalmaztak a

tortekre is, ami kivételes dolognak tekinthetd.

A babiloniaiak a szamitasokat tablazatok segitségével végezték. Volt reciprok,
szorzas, négyzet, négyzetgyok, kob, kobgyok tablazatuk is. Ezek mellett az algebrajukban
fontos szerepet jatszd n3 + n? tablazat. Tudtak szorozni, az osztast a reciprok tablazattal
visszavezették szorzasra. Csak olyan szdmok reciprokait képezték, amelyek véges hatvanados
torteket adtak, vagyis a szamok primtényezds felbontasaban csak a 60 primtényez6i fordultak

elé. Az ilyen szamokat szabalyosnak nevezték. Példaul:

1 1 2-3 6

600 23-3:52 24.32.52 602

Egy osztéast ezek utan igy végeztek el:

91_91 1 _o1 6 _9-60+6_9+ 6
600 600 602 602 60 602

A szorzasnak ez a médja megmutatja, hogy az egyiptomiaknal fejlettebb volt a
tortfogalmuk. Egy tetszéleges szamlaloju tortet nem térzstortek dsszegeként, hanem egy

torzstort tobbszordseként fogtak fel. Azonban két szam hanyadosaként még nem értelmezték.
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Az algebrijuk is fejlettebb volt. Meg tudtak oldani masodfoku egyenleteket €s

egyenletrendszereket. Ismerték az (a + b)? és az a? — b? azonossagokat. A negativ szdm

fogalma még nem alakult ki. Talan a legnagyobb eredményiik a v/2 pontos megkozelitése az
iteracio elvével. Ez az ot tizedes jegyre pontos eredmény az amerikai Yale Egyetemen 6rzott

7289-es agyagtablan olvashat6. Ez az iteracié Newton mddszeréhez hasonlo.

Az egyiptomiak csak a 3, 4, 5 Pitagoraszi szamharmast ismerték, mig Babiloniaban a

képzésiik szabalyat is.
a=p>—q% b=2pq, c=p?+q?: aholp>q

Ezt az amerikai Columbia Egyetem Plimpton 322 jelii tablaja igazolja.

2.3. A Gorog matematika

Az egyiptomi és babiloniai kultura hanyatlasaval egy idében egy j nép indult
fejlodésnek, a gordg. Az ismeretanyag nagy részét atvették az el6z6 két nagy birodalombol,
de azt mindségileg egy 10j szintre emelték. A konkrét gyakorlati példak helyett, az altalanos
eljarasra, allitasok megfogalmazasara és bizonyitasara torekedtek. Ezzel elkezdddott a
matematika egy Uj korszaka: a deduktiv elemi matematika. Két korszakot kiilonboztetiink

meg:
A. Eukleidész elétti kor (i.e. VI.- 1. sz.)
B. Hellenisztikus kor (i.e. 334.- i.e. 30.)
A.

Az els6 szamirasos emlékek a miikénéi kultura idejébdl szarmaznak az i.e. 1500-as
¢vekbdl. A szamjegyek tizes szamrendszerre utalnak. A szamok képzése hasonlo az
egyiptomihoz, vagyis egymas mell¢é irtdk a szamjegyeket, balrol kezdve a legnagyobbal. A
jegyek értékét ossze kell adni.
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Az els6 igazi gorog szamiras az attikai volt. Ez is hieroglifikus volt, de mas
szamjegyekkel. Ez az 6t0s és tizes rendszer keveréke. A legrégebbi leletek i.e. VIII. szazadbol
valok és ez idoszamitasunk kezdetéig hasznalatos volt. Kevés szdmjegyet hasznaltak, de a

szamok felirasa igy hosszu volt.

Az abécé kifejlodése utan alakult ki az un. alfabetikus szamiras, amely betlikkel jeldlte
a szamokat. (példaul « = 1; f = 2; 1000 =, a; 2000 =, f) A tudomanyban i.e. 500-t6l ezt a
szamirast hasznaltdk. Hogy a szamokat megkiilonboztessék a szovegtdl, egy vonalat hiiztak

folé. Példaul, a kovetkezo szam:  e6la = 5231. A szamok felirdsa rovidebb lett, de a
miuveletek elvégzése nagyon bonyolult volt. A hétkdznapi €letben a szamolo tabla (abakusz)
segitségével szamoltak, attikai szamjegyekkel €és az egyiptomi szorzas modszerével. Az
abakuszon torténd szdmabrazolas tulajdonképpen a helyi érték szerinti elrendezést jelenti. A
gorog matematikusok feltehetden azért nem jottek ra a helyi érték elvére, mert nem volt ra
sziikségiik. Geometriai szemléletiik miatt a szdmokat is szakaszoknak tekintették. Ilyen
eszk6zok hasznalataval nagyszerli eredményeket értek el a szdmelméletben is, melyekre a mai

napig csodalattal néziink fel.
A gorog matematika elsé nagy alakjai a milétoszi Thalész és a szamoszi Piithagorasz.

Munkdjukat csak kés6bbi kommentarokbol és utalasokbol ismerjiik. Thalész foleg filozofus
volt. A matematikdn beliil csak geometriaval foglalkozott. Plithagorasz egy filozofiai iskolat

alapitott, ahol nagyon sok geometriai problémaval foglalkoztak. Tobbek kozott:
1. A kor négyszogesitése ().
2. A kocka kettézése (3/2).
3. Egy sz6g harmadolésa.
4. Szabalyos sokszogek szerkesztése.

Sokkal jelentésebb a munkéssaguk az aritmetika teriiletén, hiszen Oket tekintjiik a
szamelmélet megalapozoinak. Filozofidjuk alapgondolata ugyanis az volt, hogy a vilag
lényege a szam. Ezeket 6nalldan 1étezd szubsztanciaknak tekintették. Felfogasuk szerint a
vilag 1ényegének vizsgalata a szamok vizsgalatat jelenti. Naluk az Oselem az egység,
amelybdl minden szam, azaz minden dolog ered. Minden 1étezOnek szdma van, minden
viszony szamviszonyokkal fejezhetd ki. felfedezték, hogy a zenei harmonia kifejezhetd
szamviszonyokkal, €s ezt kiterjesztették az egész vilagra.
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Pitagorasz nevezte el a vilagegyetemet kozmosznak (szép rend). Tobb szamelméleti
problémajuk is e szammisztikdhoz kotddik. Az egyes szamoknak kiilonleges jelentést
tulajdonitottak. Az egy nem igazi szam, hanem az egység, amelybdl a tobbi szdm szarmazik.

Az egy a lényeg szama. A kettd az elsd ndi szam, az ellentét szama.

A harom az elsé férfi szam és a harmonia jelképe, mert az egység €s a kiillonbozdoség
Osszege. A négy az igazsag szama, mert a kiilonb6z6ség 6nmagaval vald szorzata. Az 6t a
hazassag jelképe, mert az els6 ndi és férfi szam Osszege. A hat a teremtés szama, mert Isten
ennyi nap alatt teremtette a vilagot. A legszentebb szam a tiz volt. Osszege volt a vilag

gyoOkereinek tekintett 1, 2, 3, 4 szamoknak, igy a vilag teljességét jelképezte.

A szent tetraktiisz:

A pitagoreusok ismerték a primszam, sszetett szam, paros és paratlan szam fogalmat.
A szamokat kiilonbozé formakban raktak ki kavicsokkal. Igy jutottak el a figuralis
szamokhoz. Fehér és fekete kavicsokkal felvaltva raktak ki két sorban a férfi és ndi szamokat,
igy jutottak el a paratlan és paros szamok fogalmahoz. Azokat, amelyek kirakhatok két
ugyanannyi kavicsot tartalmazo sorba, felezhetOknek (paros szamnak) nevezték. A tobbi szam
pedig nem felezhetd (pératlan szam). Ezt a mddszert folytatva adédnak a vonalszamok és a
sikszamok. Az el6z6ek nem bonthatok tényezdikre, ezért csak egy sorban rakhatok ki
(primszamok). A sikszamok két tényezOre bonthatok, ezért kirakhato téglalap alakban
(Osszetett szamok). A téglalap szdmok koziil azokat, amelyek két egyenld tényezd szorzatara
is bonthatdok (vagyis kirakhatd négyzet alakban), azok a négyzetszamok. Hasonloan adédik a
kobszam is. Ezeket az elnevezéseket a mai napig hasznaljuk. Figuralis modszerrel kerestek

piithagoraszi szamharmasokat is. frjuk egymas ala a négyzetszamokat és a paratlan szamokat:

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

Az als6 sor minden négyzetszama a folotte 1év6 kett6vel egyiitt Pitagoraszi szamharmas.
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Ok vezették be a tokéletes szamok és a baratsagos szamparok fogalmat is. Tokéletes

az a szam, ami el6all az osztoinak dsszegeként, a szamot nem beleértve.

A legkisebb ilyen szdm a hat. (6 = 1 + 2 + 3). A tokéletes elnevezés azért van, mert
Isten hat nap alatt teremtette a vilagot. ( Megjegyzés: Eukleidész bebizonyitotta, hogy ha
2" — 1 primszam, akkor 2" 1 - (2™ — 1) tokéletes. Késébb Euler megmutatta, hogy minden
paros tokéletes szam ilyen alaku. Ma sem tudjuk, hogy 1étezik-e paratlan tokéletes szam.

Jelenleg Osszesen 27 darab tokéletes szadmot ismeriink, a legnagyobb 13395 szamjegybdl all.)

Baratsagos az a szampar, ha az egyik eldall a masik részeinek 0sszegeként és viszont.
Az elso ilyen szampar a 220 és 284. (Megjegyzés: A kovetkezd szampart- 17296 és 18416-
Fermat talalta. Euler Gjabb hatvan szampart talalt. Erdekes, hogy névekvé sorrendben a
masodik szampart — 1184 és 1210- egy tizenhat éves olasz didk talalta meg 1866-ban. Ma mar

minden 10°-nél kisebb baritsdgos szampart ismeriink.)

Vizsgaltadk a szamok oszthatosdganak kérdését is. A pitagoreusok a zene €s aranyok

tanulmanyozasa utan a kovetkezo kozepeket és aranyparokat hasznaltak:

1. Szdmtani kozép:

_m+n

2
2. Mértani kozép:

G=Vvm-n

3. Harmonikus kozép:

_2-m-n

 m+n
4. Zenei aranypar:

m H

A n
5. Tokéletes aranypar:

A G

G H
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6. Aranymetsz¢es:

m

n
m n+m
A pitagoreusok filozéfiajara donté csapast hozott, amikor felfedezték, hogy két

szakasz nem minden esetben 0sszemérhetd. Erre két probléma kapcsan jottek ra:

1. Milyen arany van egy négyzet oldala és atloja kozott? (v2)
2. Milyen arany van egy kor kertilete és atmérdje kozott? ()

Az els6 kérdés megoldhatatlansagara éppen Pitagorasz tétele vezette ra 6ket. Az
Osszemérhetetlen szakaszok 1étezése azt is jelenti, hogy a szakaszok halmaza bovebb a
szamok halmazanal. Jelent6ségét 6k is azonnal felismerték, de hosszu idén keresztiil titokban
tartottak. Amikor Hippaszosz (i.e. 450 koriil) elarulta a titkot, kizartak a pitagoreusok
szOvetségébol és megolték. A pitagoreusok szamainak ,,mindenhatésaga” véget ér, ha
Osszemérhetetlen szakaszok aranyat kell meghatarozni. (Megjegyzés: Az irracionalis szam
definicidja oldotta meg a kérdést tobb mint kétezer évvel késdbb.) Ez a tény vezetett az
aritmetika és a geometria szétvalasahoz, mégpedig tigy, hogy a gérég matematikaban a

geometria keriilt vezetd szerepkorbe.
B.

A hellenizmus kora a makedoniai Nagy Sandor hoditésaival kezdddott és Egyiptom
romai uralom alé kertiilésével végzddott. A kor tudomanyos kézpontja az 1. Ptolemaiosz
egyiptomi kiraly altal alapitott alexandriai Miisz6éin lett. Ezt az intézményt (egyetemet)
anyagi eszkozokkel is timogatta. Oriasi konyvtara volt, melyet Eratoszthenész vezetett. A
matematikai részleget pedig Eukleidész iranyitotta. A gér0g matematika aranykoranak négy

legnagyobb alakja:

1. Eukleidész (Alexandria)
2. Arkhimédész (Szirakuza)
3. Apolloniosz (Perga)

4. Eratoszthenész (Kiiréne)
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1. Eukleidész (ie. 365?-300? )

Alexandriaban I. Ptolemaiosz altal alapitott Muszeion nevil intézmény (egyetem)
matematika részlegének a vezetdje. A hires konyvtarban mintegy 700.000 kéziratot driztek, a
kor legnagyobb miivészei €s tudodsai itt talalkoztak egymassal. A torvény szerint, aki a
varosba érkezett, annak le kellett adnia a nala 1év0 kéziratot. Azt a konyvtarban helyezték el

és a masolatat adtak vissza.

Eukleidész ¢€letérdl szinte semmit sem tudunk. Két anekdota maradt fenn rdla.
Proklosz szerint, amikor Ptolemaiosz megkérdezte tdle, hogyan lehetne a geometriat
egyszerilen elsajatitani, Eukleidész azt felelte: ,, A geometridhoz nem vezet kiralyi ut.” A
masik elbeszélés szerint, amikor az egyik tanitvanya megkérdezte, hogy mi haszna van a
geometria tanuldsanak, a mester szolt az egyik szolganak, hogy adjon a diaknak harom

oboloszt, mert hasznot akar a tanulmanyaibol.

A munkairol Iényegesen tobbet tudunk. F6 munkéja az Elemek (Sztoikheia). Ez egy
Osszefoglalé mii, amely a kor matematikai ismereteit szedi rendszerbe. Csak geometria és az
aritmetika témait tartalmazza. Nem lehet megkiilonboztetni a sajat eredményeit a felhasznalt
forrasoktol. Ezt tekinthetjiik az elsé egyetemi matematika jegyzetnek. E konyvtdl tobb
példanyszamban, kiaddsban csak a Biblia jelent meg! Kozel 2000 évig alapmiinek tekintették.

A szigoruan logikai alapon, deduktiv felépitése tette a miivet halhatatlanna.

Az elsd latin nyelvi forditasat 1126-ban Abelard készitette arab nyelvrol.
Nyomtatasban eldszor Velencében jelent meg 1482-ben. Magyarul két forditas létezik:
Brassai Samuel (1865) és Mayer Gyula munkaja 1983-bol. A 13 konyvbdl all6 anyagot 5
axiomadra €s 5 posztulatumra épitette fel Eukleidész. Ezek alapjan bizonyitotta a 465 tételt. A
primszamok végtelenségére a mai napig 6 adta a legegyszeriibb és legelegansabb indirekt
bizonyitast! A rendszer néhany hidnyossagat (Rendezési tulajdonsagok) Hilbert a 20. szadzad

végeén javitotta ki.

Az els6 konyvben taldlhatok azok az alapfogalmak €s axiomak, amelyekre a deduktiv
rendszer éplil. Ennek a lancolatnak a végpontjai az axiomak, amelyeket az Elemek

posztulatumoknak nevez, axiomak alatt logikai alapelveket ért.
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Az 6t axidma:
1. Egy és ugyanazzal egyenlok egymassal is egyenlok.
2. Egyenlokhoz egyenldket adva, az 0sszegek is egyenldk lesznek.
3. Egyenlokbdl egyenldket kivonva, a maradékok is egyenlok lesznek.
4. Az egymassal egybevagok egyenldok egymassal.
5. Az egész nagyobb a résznél.
Az 6t posztuldtum:
1. Két ponton at egyenes huzhato.
2. Az egyenes szakasz korlatlanul meghosszabbithato.
3. Barmely kozéppontbol barmely sugarral kor irhato.
4. A derékszogek mind egyenldk egymassal.

5. Ha két azonos sikban fekvd egyenest egy harmadik metsz, akkor a két egyenes a
harmadiknak azon az oldalan metszi egymast, amelyiken a keletkez6 belsé szogek Osszege két

derékszognél kisebb.
2. Arkhimédész (i.e. 287-212)

Az okor legnagyobb matematikusa és fizikusa volt. Tanulményai tobb konyvben is

fennmaradtak. Hairom geometriai munkéja: 1. A kérmérésrdl. 2. A parabola kvadraturajarol.
3. A spiralisokrol. Tovabbi két miive térgeometriaval foglalkozik. Két fizikai konyve ismert:

1. A sikidomok egyensulyarol. 2. Az usz6 testekrdl. NagyszerQ aritmetikai munkaja: A

homok megszamlalasarol.

Mint mar emlitettiik, az alfabetikus szamirasban — a helyi érték és a nulla hidnyaban —
nagyon nehéz volt szamitasokat végezni. Ezért a gorogok szinte 4t sem lépték a tizezres
szamkort. Arkhimédész kidolgozott egy modszert, amely lehetdséget adott a természetes

szamok korlatlan folytatasara. Olyan szamrendszert épitett ki, amely a tizes alapra épiil.
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Csoportositdsi modszerének kulcsszama 108 (oktad=nyolc) volt:

1 — 108 els6 oktad

108 — 1082 masodik oktad o
Els6 periddus

108(10°-1) _ 10810° pktadadik oktad

10810° — 10810°+8 o[s§ oktad

8-108+8 8108+82 .« i 4
10 —10 masodik oktad Masodik peridédus

10810°+8(10°-1) _ 102810° opradadik oktad

10810%(10°-1) _ 1810%(10°-1)48 o155 ofctad
108-(108— -108-(108— : A 1 i
10810 (108-1)+8 _ 10810 (108-1)+8-2 masodik oktad l Oktadadik periédus

108107 (10°-1)+8(10°-1) _ 1010°810° o rsdadik oktad )

Ezek utan ratért a vilagegyetemben 1évé homokszemek megszamolasara.
Arisztarkhosz a vilagegyetem kozéppontjanak a Napot, sugaranak a Nap és az allocsillagok
tavolsagat tekintette. Arkhimédész szerint ez a sugar annyiszor nagyobb Nap-Fold
tavolsagnal, mint ahdnyszor az utdbbi nagyobb a Fold sugaranal. A vilagegyetem sugarara igy
1010 stadiont kapott. Megbecsiilte egy homokszem nagysagat és kiszamitotta, hogy a
vilagegyetemben 103 homokszem fér el. A munka legnagyobb érdeme, a végtelen nagy

szam gondolata. Ezek utan érthetetlen, hogy nem alkotta meg a helyi értékes szamrendszert.

Ezt a munk4jat Apolloniosz biralta, mire Arkhimédész egy feladattal valaszolt neki.
Mint mar emlitettiik, a pitagoreusok hasznaltak a figuralis szamokat (haromszog szam,

négyzetszam). A feladat a kovetkezo:

,» Ha ilyen jol ismered a nagy szamokat, akkor szamold 6ssze a marhékat! Mennyi
szarvasmarha legelt valaha Szicilia mezein? A marhak sziniik szerint csoportosulva négy
gulyaban legeltek, igymint egy fehér, egy fekete, egy sarga és egy foltos gulya. Mindegyik
gulyaban pedig a bikak voltak tobbségben, mégpedig ilyen eloszlasban:
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1. A fehér bikak szama egyenld a sarga bikdk szdma plusz a fekete bikak % és érésze.
2. A fekete bikak szama egyenld a sarga bikak szama plusz a foltos bikak % és % része.
3. A foltos bikak szama egyenld a sarga bikak szama plusz a fehér bikak % és % része.

4. A fehér tehenek szdma a teljes fekete gulyanak § és i része.

5. A fekete tehenek szama a teljes foltos gulyanak i és % része.

6. A foltos tehenek szama a teljes sarga gulyanak % és % része.

7. A sérga tehenek szama a teljes fehér gulyanak % és ; része.

Ha ebbdl kiszamolnad, hogy mennyi bikat és tehenet szamlal egy-egy gulya, meglehet,
hogy nem vagy jaratlan a szdmok tudoméanyéban, de még semmiképp nem sorolhatod magad

a bolcs emberek koz¢. Forgasd tovabb elmédet és vedd észbe a kovetkezdket is:
8. A fehér bikék plusz a fekete bikadk szdma egyiitt négyzetes szam.
9. A foltos bikdk plusz a sarga bikdk szdma egyiitt haromszog szam.

Az 6kori matematikusok mar kiszamoltak, hogy az els6 hét feltételnek eleget tevo
legkisebb szam 50 389 082. A nyolcadik és a kilencedik feltétel azonban nagyon megneheziti
a feladatot. Kétezer éven keresztiil nem is tortént komoly lépés a megoldas fel¢, egészen
1880-ig. Ekkor egy német matematikus kideritette és bizonyitotta, hogy a legkisebb megoldas
egy 206545 szamjegybdl 4llo tizes szamrendszerbeli szam, melynek elsd négy

szamjegye:7766. (Ez kb. 30 oldalt tenne ki ilyen karakterméret esetén ebben a konyvben!)

A pontos megoldast 1976-ban talalta meg Harry Nelson a Lawrence Livermore
Laboratorium munkatarsa egy Cray-1 tipusu szuperszamitogeéppel. Ilyen feladatot, amelyet

kétezer év utan sikeriil megoldani, csak egy matematikai zseni képes kitalalni.

Matematikai szempontbdl Arkhimédész legfontosabb eredménye, hogy az Eudoxosz
altal kitalalt kimeritési modszert olyan pontosan kidolgozta, ami az integralszamitas korai

felfedezésének tekinthetd.
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Arkhimédész kiemelked6 szamolasi készsége megmutatkozik abban is, hogy az

irracionélis szamokat nagy pontossaggal meg tudta becsiilni. Példaul v3-ra a kdvetkezd

becslést adta:

1,73202 - = 265 <3< 1351 1,73205
’ "~ 153 780

Ez négy tizedesre pontos becslést jelent.
Arkhimédész tudta, hogy a m értékét nem lehet pontosan kiszdmitani. Beirt és koré irt
szabalyos 96 oldalu sokszog segitségével a m-re az alabbi becslést adta:
3+ 10 <mt<3+ !
— n —
71 7
Sirkovére azt a tételt vésték, amelyre a legbiiszkébb volt. EQy henger térfogatanak ¢és a
beirt gomb térfogatanak ¢€s a beirt kup térfogatanak aranya:

VyiVe:iVg=3:2:1

3. Apolloniosz (ie. 262-190)

Tobb témaban is irt tudomanyos miiveket. A legjelentdsebb a kupszeletekrdl szo616 8
kotetes Konika. Ezek mellett foleg sikbeli geometriaval foglalkozott. Algebrai munkai nem

maradtak fenn, ezért munkassagaval bévebben nem foglalkozunk.

4. Eratoszthenész (ie. 276?-1967)

Tegylink emlitést Eratoszthenészrdl is, akit Bétanak becéztek, mivel minden
tudoméanyagban a masodik legbdlcsebbnek tartottak. O volt az Alexandriai Konyvtar vezetdje.
Talan a legjelentdsebb eredménye, hogy a Fold kertiletét (Egyenlitd hossza) ki tudta szdmolni
(40 000 km) szogméréssel és hasonlosag felhasznalasaval. Ez az adat a mai ismereteink
szerint is nagyon jo kozelités. Ezt felhasznalva pontosan meg tudta hatarozni a Nap ¢és a Hold

sugarait, tovabba az égitestek tavolsagat is.

22



A matematikaban a primszamok meghatarozasara szolgal6 szitdja révén maradt fenn a

neve. A szita mukodése:

Felirjuk a szdmokat egymads utan. A 2 primszam, tehat az dsszes tobbszorosét
kihtizhatjuk a felsoroldsbol. A 3 primszam, tehat az 6sszes tobbszordsét kihuzhatjuk a
felsorolasbol. Az 5 primszam, tehat az 6sszes tobbszordsét kihtizhatjuk a felsorolasbol. Ezt a
modszert tovabb folytatva, a végén mar csak primszamok maradnak. Eratoszthenész a
szamtablazatat egy pergamen lapra irta fel, majd egy keretre szerelte €s a primszdmokat
atszurta. A laikus nézel6dok azt hitték, hogy egy furcsa szitat készit, ezért nevezték el
Eratoszthenész szitajanak. Ettol hatékonyabb primszamkeresd algoritmust csak a huszadik

szazad masodik felében sikertilt talalni.

(Megjegyzés: Egy 10x10-es szita lathaté a konyv boritdjan.)

2.4. Matematika a Romai korban (i.e. 30.- i.sz. 641.)

Az antik tarsadalom utols6 korszaka a Romai birodalom kora. Ekkor mar Egyiptom és
Gorogorszag is gyarmati sorba keriilt. A kort a matematika hanyatldsanak szoktak nevezni. Ez
igaz az elméleti geometriara, de a matematikanak a gyakorlathoz kozelebb es6 agaiban

sziilettek Uj eredmények.

Elérelépés foleg a trigonometridban és az algebraban tortént, ugyanis feladtik az
irracionalitas problémajanak a megoldasat. A romai kor jellegzetes alakjai a kommentétorok
lettek. Ok 6sszefoglalo konyveikben kozzétették és magyaraztak a klasszikus eredményeket,
egyszerisitették a gondolatmeneteket. A tudomany fejlesztése helyett annak terjesztése,

tanitasa lett fontosabb.

Jelentdségiik abban is megmutatkozik, hogy nagyon sok korabbi munkat csak az 6
miiveikbdl ismerjiik. A tovabb lepéshez sziikség lett volna egy algebrai jelolésrendszer €s egy

konnyen kezelhetd szamiras kidolgozasara.
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A romai korban a gérog matematika kézpontja tovabbra is Alexandria maradt.
Emellett miikodott az athéni akadémia is, de csak masodlagos szerepben. Az ekkor sziiletett

matematikai eredmények féleg hdrom személyhez ¢s hdrom témakorhoz kothetok:
1. Ptolemaiosz (II. szdzad): Trigonometriai tablazata, amely a csillagdszathoz kapcsolddott.
2. Diophantosz (III. szazad): Megteremtette a geometriatol fiiggetlen algebrat.

3. Papposz (IV. szazad): A projektiv geometria megalkotdsa mellett nagyon jelentds a

kommentatori munkassaga.
1. Ptolemaiosz:

Foleg csillagasz volt, ezért szamara nélkiilozhetetlen volt a trigonometria. F6 miive a
tizenharom kotetes Matematikai Gytijtemény. Arab forditdsban maradt fenn Almageszt
cimmel. Legérdekesebb része az elsd kotetben talalhatd szinusz- tdblazat, amit a csillagédszok
tobb mint ezer évig hasznaltak. A babildniaiak utan ¢ is 360 részre osztotta a teljes kort és
hatvanados tortekkel szamolt. Sajat tétele alapjan ki tudta szamolni két szog 6sszegének,

illetve kiilonbségének hurjat a szogek hurjabol. Mai jelolésekkel:
sin(a + B) =sina-cosf +sinf - cosa

Ezt kovetden a Piithagorasz tétel felhasznalasaval kitaldlta az alabbi felezési szabalyt is:

2- (sin%)2 =1—-cosa

Ezek felhasznalasaval tablazata 0,5°-t61 kezdve fél fokonként tartalmazta 180°-ig a szogek

huarjait, vagyis kozelitdleg a szinuszait.
2. Diophantosz:

A kor legnagyobb matematikusa volt, akit az algebra megalapozdjanak tekintiink.
hatarozatlan egyenletek megoldasaval foglalkozott. Szamelméleti eredményei mellett
megkezdte az algebrai jelolésrendszer kidolgozasat is. F6 miive a tizenharom kotetes
Aritmetika, amelybdl csak az elsé hat kotet maradt fenn. Ezek 189 egyenlet megoldasat
tartalmazzak. Diophantosz megengedett pozitiv racionalis megoldasokat, ma azonban csak az

egész szamok korében keressiik az ilyen tipusu egyenletek gyokeit.
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Konyvében hasznal szoroviditéseket, amelyek révén megtette az elsé 1€pést a pusztan
szavakat hasznalé retorikus algebratél a mai szimbolikus algebra felé. Ot nevezhetjiik a
tortvonal feltalalojanak is. A torteket a maihoz hasonldan jeldlte, csak a nevezd volt feliil és a

szamlalo alul. (A sorrendet késobb a hinduk forditottadk meg.)

Diophantosz jelolései:
Jelolés Jelentése
1 egyenld
0 iIsmeretlen
1;1 vagy ° egység
AY az ismeretlen négyzete
KY az ismeretlen kobe
AYA az ismeretlen a negyediken
AKY az ismeretlen az 6todiken
KK az ismeretlen a hatodikon
T kivonas

Volt még jele az ismeretlen reciprokara és annak hatvanyaira is. Az 6sszeadasnak
nincs jele, mert azt az egymas utan iras fejezte ki. O a 4x3 + 3x% — 2x + 12 = 5 egyenletet

az alabbi mddon irta volna le:

KVSAVVTSE;ILT%LS‘
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3. Papposz:

O volt a gorog matematika utolsé jelentds alakja. F6 miive a nyolc kotetes
Gylijtemény, amely atfogo képet ad az egész gorog matematikardl és 6nalldo eredményeket is
tartalmaz. Négy 0j kdzepet definidlt, majd megmutatta, hogy a 10 lehetséges kdzép a mértani
kozépbdl levezethetd. Mivel foleg geometriaval foglalkozott, ezért a bovebb ismertetéstol

most eltekintiink.

Az elso két szazadbol még emlitsilk meg Menelaosz €s Héron nevét. Menelaosz 6
miuve a Szphairika a gdmbharomszogtannal foglalkozik. Tobb sik-€s gdmbharomszogre

vonatkoz6 tételt fogalmazott meg.

Héron matematikus, fizikus és feltalalé is volt. Két matematikai konyve maradt rank: a
Geometria és a Metrika. Az elsGben szerepel a haromszog teriiletét meghatarozo képlete

bizonyitassal egyitt:

T = \/s(s —a)(s—b)(s—c),ahols = £} és a haromszog oldalai: a, b, c

Nala a szakasz barmilyen szamot jelenthet, az irraciondlis szdmot pedig a gyakorlatban
kozeliti meg. Nézziik a kovetkezd példat: Egy haromszog oldalai 7, 8, 9 egység. Mekkora a
teriilete? A képlet szerint T = +/720. Mivel ez nem irracionalis szam, ezért azt mondja, hogy
szamitsuk ki a legkisebb hibaval. Ezt egy iteracidval oldja meg. Ha a megoldas tortekhez

vezet, akkor nem a hatvanados torteket hasznélja, hanem az egyiptomi torzstorteket:

V720 =~ 26 + 1 + 1
2 3
A romai szamiras az okori ROmabol szarmazé szamjeldlési rendszer. A rendszer elve
szerint néhany kivélasztott betlinek szamértéket adnak, és ezek kombinacidival irjak le a
szamokat. A rdmai szdmrendszer additiv szdmrendszer, amely azt jelenti, hogy egy szam
értékét a szamrendszer jeleinek 9sszevonasabol lehet 1étrehozni. A felhasznalt betiik a latin

abécébdl szarmaznak:

1 5 10 50 100 500 1000
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https://hu.wikipedia.org/wiki/%C3%93kori_R%C3%B3ma
https://hu.wikipedia.org/wiki/Latin_%C3%A1b%C3%A9c%C3%A9
https://hu.wikipedia.org/wiki/Latin_%C3%A1b%C3%A9c%C3%A9

Nagyobb szdmok helyes leirdsa a kdvetkezé modon torténik: elészor az ezresek, aztan a

szazasok, aztan a tizesek, végiil az egyesek. Példaul:
1988 =M + CM + LXXX + VIII = MCMLXXXVIII
A rovidités nagy szdmoknal nem megengedett, mégis hasznalatos:

1998 =M + CM + XC + VIII = MCMXCVIII, de e helyett hasznalatos az MIIM ¢és az IIMM

forma is.
Az | csak V illetve X el6tt allhat!
A rémai szamirasban a kovetkez6 (nem mindig betartott) szabalyokat alkalmazzak:

e egymads mellé maximum 3 egyforma szimbdlum irhat6;
e ha kisebb értékii szimbdlum a nagyobbat koveti, az 6sszeadast jelent;

e ha pedig a kisebb a nagyobbat megel6zi, az kivonast.

Ily médon minden szam abrazolhat6 I-t61l MMMDDDCCCLLLXXXVVVIII-ig (4998).
Nagyobb szdmok irdsahoz azonban 0j csomdszdmokat €s alapjeleket ("szamjegyek") kell

bevezetni.

A korai id0szakban a fenti betliket hasznaltak, de a tobbszorozésre 4 ezer felett az I és
egy forditott C szimbdlumot ,,0”” hasznaltak. Késobb ezt megvaltoztattak: egy vizszintes
vonal a betli felett ezerszerest jeldlt, a betli mindkét oldalan szerepld fiiggdleges vonal pedig

szazszorost jelolt.
Példak:

[ = 1000, V = 5000, || = 100 000, |[V] =500 000

Ugyanezt a feliilvonast mas értelemben is hasznaltak, ezzel jelezték, hogy az adott betii

szamként értelmezendo.
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Az id6k folyaman egyes szamértékek jellése eltérd lehetett. {gy talalhatunk 4
értékben IIII-t és IV-t is, hasonloan 8 értékben VIII-t és IIX-et is. Még furcsabb a 99
jelolésére az XCIX helyett az IC. El6fordult, hogy ugyanabban a dokumentumban

ugyanazokat a szdmértékeket mas-mas formaban jegyezték le.

Rekonstrualt romai kori abakusz:

A romai szamokat a 14. szazadban elkezdték kiszoritani az arab szamok. Napjainkban
leginkabb sorszdmozasra, fejezetszamozasra, valamint dinasztidk neveiben hasznalatosak a
romai szamok. Ezen kiviil altalaban régi épiileteken az épités évét jelzik, illetve orak

szamlapjan hasznaljuk.
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https://hu.wikipedia.org/wiki/14._sz%C3%A1zad
https://hu.wikipedia.org/wiki/Arab_sz%C3%A1mok

A reneszansz idején altalanos volt, hogy a konyvek elsé oldalara egy latin szoveget
helyeztek el, amelyben 6sszeadva az I, V, X, L, C, D, M betiiket, az eredmény a konyvkiadas
datuma lett.

Templomok ¢és mas épiiletek bejarata f616tt is hasonldan olvashaté az épités évszama.

Az ilyen szamot tartalmazo feliratokat kronogrammanak nevezik.

A legismertebb magyar vonatkozasu kronogramma a Siculicidium, a madéfalvi

vérengzEs évszama:
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https://hu.wikipedia.org/wiki/Renesz%C3%A1nsz
https://hu.wikipedia.org/wiki/Kronogramma
https://hu.wikipedia.org/wiki/Siculicidium
https://hu.wikipedia.org/wiki/Mad%C3%A9falvi_v%C3%A9rengz%C3%A9s
https://hu.wikipedia.org/wiki/Mad%C3%A9falvi_v%C3%A9rengz%C3%A9s
https://hu.wikipedia.org/wiki/F%C3%A1jl:Siculicidium.jpg

2.5. Kinai szamiras

A kinai matematika fejlddésének torténetét LI JANG hat korszakra osztotta:
1. A ,,boldog” 6skor (i.e.2700-i.e.210): HUANG TI-dinasztiatol a HAN-dinasztia kezdetéig.
2. Az dkor (i.e.210-i.s2.600): HAN-dinasztia kora.
3. A kés6i okor (600-1368): A TANG-, a SZUNG- és a JUAN-dinasztiak ideje.
4. Az Gjkor (1368-1750): A MING- és a CSING-dinasztia idészaka.
5. Az Gjabb kor (1750-1949):
6. A jelenkor (1949- ):

Ezek koziil a legnagyobb fejlodés a 3. szakaszban tortént. Ezt CSIN CSIU-SAO, CSU
SI-CSIE és LI JE neve fémjelezi. Ebben a korszakban a kereskedelem és a kulturalis élet
sz¢les korli kapcsolatot alakitott ki Indidval, Mezopotamidval, a kdzép-keleti orszagokkal,
Koreéval, Japannal. Ehhez képest a 4. szakasz hanyatlast hozott, nem sziilettek 1j
eredmények. Ekkor jelentek meg a nyugati hittéritok, akik elhoztdk Euklidész tanait. Az 5.
szakaszban a matematikusok egy része még mindig a régi ,,receptszert” szamitasi
szabalyokkal foglalkozott. Azonban mar volt egy csoport, amelyik a nyugati matematikat
befogadta. Az 6 munkajukat dicséri, hogy 1859-ben LI SAN-LAN és VAILI megirtak az els6
kinai nyelvii differencial- és integralszamitas konyvet. Ezek utan nézziik meg részletesebben a

kinai matematika torténetét.

Az Els6 Csaszar konyorteleniil szembefordult a hagyomanyokkal. Elégettette az
Osszes korabbi feljegyzéseket i.e. 213-ban. A konyvrejtegetd tudosok koziil tobb, mint 400-t
¢lve eltemettek, tobb ezret pedig a Nagy Fal épitésére vittek el. Az 6 uralkodasatol kezdve
lehet egységes Kinai Birodalomrdl beszélni. A birodalomra kiterjedd egységes torvényeket,
naptart, pénzt, mértékegység-rendszert €s irast vezettek be. S| HUANG nagy
konyvégetésének esett aldozatul Kina els6 igazi matematika konyve, a Csiu csang szuan su
(Matematika kilenc fejezetben). Ez egy i.e. 250-koriil keletkezett 6sszefoglald mii volt. A
keésobbi korokban ezeket igyekeztek felkutatni, majd LIU HUJ kiegészitette egy tizedik

konyvvel. Igy lett a cime: Szuan csing. (Tiz Klasszikus).
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Kinai szamiras:
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Ezek utan nézziik meg néhany kiemelkedd matematikus munkassagat:
1. CSANG CSIU-CSIEN (5. szazad)

A Szuan csing 246 feladata koziil 92 az 6 miive. Foglalkozott szamelméleti
kérdésekkel, sorozatokkal és magasabb foku egyenletekkel. Ndla talalkozunk eldszor a
szamtani sorozat Osszegképletével. Négyzetgyokvonasnal a kovetkezo kozelitd képletet

hasznilta:

Ja?+b=a+

2a+1

2. CSIN CSIU-SAO (12027-1261?)

Rank maradt munkaiban szerepelnek olyan szamelméleti feladatok, amelyeket ma
kongruencia-rendszerekkel oldunk meg. Foglalkozott magasabb foku egyenletekkel,
sorozatokkal és geometriai problémakkal is. A szamolotablan végzendd gydkvonasra olyan
madszert hasznalt (ezt indokolta is), melyet ma Horner-elrendezésnek neveziink. Horner el6tt

500 évvel irta le az eljarast!

3. LI JE (1178-1265)

Kortarsa volt CSIN CSIU-SAO-nak, de egymastol fiiggetlentil dolgoztak az algebra
ugyanazon teriiletén. frasaik jol kiegészitik egymast. Két miivét ismerjiik. Az elsét 1248-ban
irta, A kormérés tengeri tiikre cimmel. Ebben részletes geometriai elmélet €s 170 szerkesztési
feladat talalhaté. Mésik konyve 1259-bél szarmazik, amelynek cime: Uj [épések a
matematikaban. Ez algebraval foglalkozik. A magasabb foku egyenletek megoldasanal 6 is
hasznalta az ,,égi elemek modszerét”, vagyis a Horner-elrendezést. Hasznalta a negativ
szamokat. Az utols6 szamjegyét egy ferde vonallal huzta at, hogy meg lehessen

kiilonboztetni. Kubildj kdn 1260-ban korméanyzoi allast ajanlott fel neki, de nem fogadta el.

31



4. CSU SI-CSIE (1280?-1303?)

A Szung-dinasztia utolsé nagy matematikusa. Eletébdl 20 évet
,,vandormatematikusként” t61t6tt el. Két miive maradt rank. Az els6t 1299-ben irta: Bevezetés
a matematikaba. A mésik 1303-bol vald, 4 negy elem jaspis tiikre cimmel. Ez a
négyismeretlenes egyenletrendszer ismeretleneit jeldli. Ugyesen oldott meg a Horner-
elrendezéssel magasabb fokl egyenleteket. Nem csak az egész megoldésokat kereste, hanem a
raciondlis gyokoket is meghatarozta. Sokat foglalkozott sorozatokkal is. Ismerte a
négyzetszamok Osszegét:

nn+1)2n+1
12422432+ 4+n?= ( )6( )

Masodik konyvében szerepel a kdvetkezd egyenldség:

n*(n+1)(n+2) _ nn+1)(n+2)(n+3)(4n+1)

1+8+30+80++———— g

Kombinatorikai munkaibol kideriil, hogy ismerte a binomialis-tételt és a Pascal-haromszdget

is!

Kinai szuan-pan abakusz, a 15. szazadban terjedt el:
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2.6. Hindu matematika

brahmi
]

N 1 ¥ ¥ ¢ 2t e 0

indiai

/
1 2 A~ G 6 7 8 9 o\l
nyugati arab (gobar)

T % 217y6 9 T € O

szanszkrit
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keleti arab (torok)

XVl, szazad

A hindu matematika kevésbé épiilt a gdrog orokségre, mint pl. az arab. A legnagyobb
eredményének talan a tizes alapt helyiértékes szamirast tekinthetjiik. A szdmiras i.e. 300
koriil jelent meg kétféle alakban (brahmi és a kharoszti). Mindketté 10-es alapu alfabetikus
volt (nem helyiértékes). A brahmi szamiras jegyeibdl alakult ki a ma is hasznalt szamjegyek.

A kovetkezo fontos 1€épés a helyiérték és a nulla megjelenése volt a Sziddhantdak verses
szinusz-tablazataiban. A nullat jelent6 szunja (liresség) sz6 mar a negyedik szazadban
megjelent, de az ezt jelolo kis kor elsd irdsos emléke 595-bdl szarmazik. Egyszeriisége €s
hasznalatanak eldnyei ellenére Eurdpaban csak a 16. szdzad végére fogadtak el teljesen. Tehat
1000 év kellett hozza! Az 1) szamiras lehetdvé tette az aritmetika €s az algebra tovabbi

fejlodését. Ezt a hinduk, majd késObb az arabok el is végezték.

Az els6 hindu matematikai irdsok, a ,,Zsindrszabalyok™, a vallas szent konyveivel
(Védak) egyiddben keletkeztek. Ismerték a kiillonbozd sikidomok szerkesztését, 6t
Pitagoraszi-szamharmast, a Pitagorasz-tételt és egyéb tételeket. A V2 értékét 6t tizedesjegy
pontossaggal hataroztak meg:

1 1
ﬁ=1+§+3-4_3-4-34

= 1,4142157
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A hindu matematika fejlédésében a kovetkezd 1€pcsot a csillagaszati Sziddhantak
jelentették. Ismerték a szinusz és a koszinusz fogalmat. Harom kiemelkedd matematikust meg

kell emliteni.
1. Arjabhatta (476-5507?)

A hindu matematika és csillagaszat eredményeit 499-ben Gsszegezte. Nézziink két
példat a szamitasi miiveletek elvégzésére. Ezek sokkal egyszeriibbek, mint a romai

szamokkal.

1. Osszeadas. Pl. 345 + 488

egyesek Osszege: 5+8=.13

tizesek Osszege: 4+8=12.

szazasok Osszege: 3+4=7.

Osszegek Osszege: 833

2. Racsos szorzas.

A szorzasi miiveletet megkonnyit6 ,,gelosia” algoritmus Eurdpaban a XIV. szazad
elején valt ismertté. Nevét a korai olasz épitészet geometrikus, osztott racsos ablakkereteirdl
kapta. Az eszk6z mar az arab szamok hasznalatara épiil. A szdmol4s menete:

Elso lépésként egy négyzetracsos halot kell késziteni, amelynek — a legfelsd sorat, és jobb
sz¢€1s6 oszlopat kivéve — atlosan felosztjuk a kis négyzeteit tigy, ahogy az 4bran is lathato.
Masodik lépéskeént az tényezOket helyezziik el benne. Az egyiket a legfelsd sorba, a mésikat
pedig a jobb sz€ls6 oszlopba irjuk, ahova fentrdl lefele kezdjiik el irni a szdmot.

Harmadik Iépésként az 4tlosan felosztott négyzetekbe az adott négyzethez tartozo oszlop
tetején és az adott négyzethez tartozo sor jobb végén 1év0 szamjegy szorzatat irjuk, ugy hogy
a tizeseket az atlo f0l¢, az egyeseket az atld ald irjuk, ha nincs tizes vagy egyes, akkor nullat
irunk a helyére.

Negyedik lépésként megkapjuk a két szadm szorzatat, gy hogy a ferde sadvok mentén
Osszeadjuk a szdmjegyeket. A jobb alsé savtol indulunk el — ez adja az eredmény legkisebb
helyértékii szamjegyét — és haladunk bal sav fel¢, ami pedig a legnagyobb helyértéket adja.
Ha egy savban az 6sszeg két szamjegyti, akkor az els6 szdmjegyet a felette és téle balra 1€vo

sav 0sszegéhez adjuk.
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7-1 az 7, az atlo ala 7-t felé pedig 0-t irunk. 7-8 az 56, az atlo ala 6-t fel¢ pedig 5-t irunk. 7-1
az 7, az atlo ala 7-t felé pedig 0-t irunk. 7-6 az 42, az atl6 ala 2-t felé pedig 4-t irunk. 2-1 az 2,
az atlo ald 2-t felé pedig 0-t irunk. 2-8 az 16, az 4tl6 ala 6-t felé pedig 1-t irunk. 2-1 az 2, az
atlo ala 2-t felé pedig 0-t irunk. 2-6 az 12, az atl6 ala 2-t felé pedig 1-t irunk. 5-1 az 5, az atlo
ala 5-t felé pedig 0-t irunk. 5-8 az 40, az 4tl6 ala 0-t felé pedig 4-t irunk. 5-1 az 5, az atlo ala 5-
t felé pedig 0-t irunk. 5-6 az 30, az atl6 ala 0-t felé¢ pedig 3-t irunk.

Leirjuk a 0-t. 5+3+2=10 leirjuk a 0-t az el6z6 szamjegytdl balra, majd a kovetkezd savhoz
adjuk az 1-t. 1+0+0+2+1+2=6. Leirjuk a 6-t. 5+4+6+0+7+4=26 leirjuk a 6-t az el6z0
szamjegytdl balra majd a kovetkezd savhoz adjuk a 2-t. 2+0+2+1+6+0=11. Leirjuk az 1-t, az
el6z6 szamjegytdl balra majd a kdvetkezd savhoz adunk 1-t. 1+0+7+5=13 leirjuk a 3-t, az
el6z6 szamjegytdl balra majd a kovetkez6 savhoz adunk 1-t. 1+0=1 leirjuk az 1-t.

A szorzat: 1316600.

2. Brahmagupta (598-660)

F6 miive, a verses formaban irt 12 kotetes matematikai €s 8 kotetes csillagdszati
ismereteket foglalta 0ssze. Szamitdsaiban gyakran hasznalta az aranyparokat. Nala
talalkozhatunk eldszor a negativ szam fogalmaval (pozitiv-vagyon, negativ-addssag). Az
altalanos iskolaban ma is igy magyardzzak el a tanuldknak! A masodfoku egyenletek
altalanos targyalasat is 6 végezte el eldszor a matematika torténetében. Modszere a teljes
négyzetté alakitas volt, amit ezért hindu médszernek is neveznek. O volt az elsé, aki
hatarozatlan (Diophantoszi-egyenletek) egyenletek megoldhatosaganak kritériumait és

altalanos megoldasat meghatarozta.
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3. Bhaszkara (1114-1185?)

A hindu matematika utolsé és egyben a legnagyobb alakja. F6 miive a négy részbol
allo Sziddhanta- sironami (A tudomanyok koszortija). Ebbdl az els6 kettd foglalkozik
matematikaval, a tobbi csillagaszattal. Sikeresen foglalkozott els6- és masodfoku hatarozott és
hatarozatlan egyenletek megoldasaval, illetve linearis egyenletrendszerekkel is. Kiemelkedd

eredményeket ért el az igynevezett Pell-féle egyenletek vizsgalataban. Pell eldtt 500 évvel!

A hindu matematikusok tisztaban voltak a szamtani sorozat dsszegével, az els6 n
természetes szam négyzetosszegével, ismerték a Pascal-haromszdget is. A legnagyobb
érdemiik az, hogy Gsszeolvasztottak a 10-es szamrendszer €s a helyiérték fogalmat a nulla

hasznalataval. Ezzel hozzajarultak a késébbi korok matematikai fejlodéséhez.

2.7. Az arab matematika

Az arabok igyekeztek atvenni a meghdditott népek magasabb kulturgjat. Elsdsorban a
gorog filozofia, matematika, csillagdszati munkak utan érdeklodtek, de a hindu matematikat is
ismerték. Sok mii az 6 forditasuknak kdszonhetéen maradt fenn. Euklidész Elemek cimii
miivét 50 arab matematikus forditotta le. Igy maradtak rank a hindu Brahmaguppa
Sziddhantdk irasai is. HARUN AL-RASID kalifa nagy konyvtarat (egyetemet) alapitott,

melynek csillagvizsgaldja is volt. Emlitsiink meg néhany kiemelkedé matematikust.
1. AL-HVARIZMI (7807?-8507)

Az 6 miiveibdl vette at Europa az algebrat és a helyiértékes szamirast. Tobb
matematikai €s csillagaszati irasat ismerjiik. A 825-ben megjelent konyvebdl az ,,al-dzsabr”
(helyrerakas) szot a nyugati arabok ,,al-gebr”-nek ejtették, ebbdl alakult ki a latin forditasok
utan az algebra szavunk. Szerinte az aritmetikdban kozonséges szamokkal van dolgunk, mig
az algebraban (egyenletek megoldasdban) harom féle ,,szam” van: 1. gyok 2. négyzetszam 3.
kozonséges pozitiv szam. Els6-és masodfokt egyenleteket vizsgalva hat tipust kiilonboztetett

meg. Erre a negativ szamok hianya miatt volt sziikség. Mai jelolésekkel:

1.x=b 2.x>=b 3.x2=bx 4.ax’*+bx=c 5x*>+c=bx 6.bx+c=x?
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Amiben feliillmtlja a hindukat, az a megoldasok indokléasa és minden 1épés logikus
alatdmasztasa volt. Nem csak egyedi eljarasokat ir le, hanem altalanos megoldasi médokat
dolgoz ki és minden mozzanatot magyaréz is. Ez volt az oka a konyv tobb évszazadig tarto

népszertiségének.
2. ABUL-VAFA (940-998)

Koranak neves matematikusa és csillagasza volt Bagdadban. Leforditotta ¢s
magyarazta Euklidész és Diophantosz miiveit. Két 6nallé6 munkéja maradt fenn. Nala talalhat6
az elso bizonyitasa a kétszeres ¢és a félszogekre vonatkozo Addicios-tételnek. Bevezette a
tangens szogfliggvényt és bizonyitotta a gdmbharomszogtan szinusz-tételét. Uj szinusz

tablazatot készitett 15 perces szogemelkedéssel 8 tizedes pontossaggal!
3. OMAR KHAJJAM (1048-1131)

Harmadfoku egyenleteket oldott meg kupszeletek segitségével. Negyedfoku
egyenletekkel azért nem foglalkozott, mert azok a valésadgban nem léteznek, ugyanis szerinte
negyedik dimenzid nincs. Negativ szdmokat 6 sem hasznalt, igy a harmadfoku egyenleteknek

27 tipusat kellett vizsgalnia. Egy altalanos harmadfoku egyenlet a kdvetkezo alakra hozhato:
x3+bx?+cx+d=0
Vezessiik be az alabbi helyettesitést, amely egy parabola egyenlete:
x* = 2py
Ekkor a kovetkezd hiperbolat kapjuk:
2pxy + 2bpy +cx+d =0

Az eredeti egyenlet megoldasait a hiperbola és a parabola metszéspontjainak X koordinatai
adjak. Az érdemei k6z¢ tartozik még, hogy az ardnyokat is igyekezett szamoknak tekinteni
(racionalis szam fogalmanak a kialakitasa). Adott kozelitd eljarasokat az irracionalis
szamokhoz, vagyis elinditotta azt a folyamatot is, amelynek révén az irracionalis szamok
késobb elnyerték a ,,szam” rangjat. Ezzel nagyban hozz4jarult a valos szamok fogalmanak a
kialakitdsahoz is. Erdekes, hogy a negativ szamokat nem tudta ,,szam”-nak tekinteni! A
miuveiben megtalalhato kéttagu kifejezések kiilonbozo pozitiv hatvanyai, vagyis a binomialis
egylitthatokat ismerte. Valdszintisithetd, hogy a kinaiaktol fiiggetleniil jott ra a Pascal-

haromszogre.
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4. AL-KASI (2-1429)

Az arab matematika utolso kiemelkedo alakja. Foként a szamolasi mddszerek
fejlesztésében ért el sikereket. Sajnos Eurdpa a miiveit késon ismerte meg, csak az
eredmények ,,Gjrafelfedezése” utan. Legjelentdsebb irasa, ,,Az aritmetika kulcsa” 1427-ben

jelent meg. Ezen kiviil még két fontos matematikai €s tobb csillagaszati értekezése is ismert.

Az aritmetika kulcsa 6t konyvbdl all. Itt talalhatd az elsé ismertetés a tizedes tortekrol
¢s a veliik lehetséges miiveletek szabalyairol. Ezeket a hatvanados tortekkel parhuzamosan
targyalja. A hatvanyalakban valo szdmolashoz megadja a negativ kitevokkel valo szorzas,
osztas szabalyait. Ezzel egységessé tette az egész ¢és tortszdmok irdsanak és a miiveletek
modjat. Megadta a tizedes és a hatvanados tortek egymasba valé atvaltasat is. {rasaiban
megtalalhat6 a harmadfokl egyenletek iteracidval torténd megoldasa (Horner-elrendezés) A
tetszéleges természetes szam kitevovel vald gyokvonas linearis interpolacioval. AL-KASI
arra volt a legbiiszkébb, hogy pontosabban adta meg a m értékét, mint eldtte barki. (16 tizedes
pontossaggal) Ezt az Ertekezés a korrdl cimii munkajaban jegyezte le. Arkhimédész
mddszerét kdvetve kiszdmolta a 3 - 228 oldalu sokszog keriiletét, és ezt elosztotta a sokszog
koré irhato kor sugaraval. Olyan trigonometrikus tablazatokat készitett, ami 9 jegyre volt

pontos.

Egy masik felfedezése: E16szor Ptolemaiosz modszerével eljutott sin 3° értékéhez.
Ezutan levezette a szogharmadolés képletét Ptolemaiosz-tételébdl és Euklidész azon tételébdl,
amely szerint a kor két egymast metsz6 htirja szeleteinek szorzata egyenld. A képlet mai

jelolésekkel:
sin3a =3-:sina — 4 (sina)3

Ez ma emelt szintli matematikai tananyag a gimnaziumban. Az 6 munkaiban is megjelenik a

Pascal-haromszog, vagyis a Binomialis-tétel ismerete.
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2.8. A kozépkor és a reneszansz matematikaja

Az eurdpai kdzépkor az egyetlen olyan id6szak, amelyhez gyakran hozzateszik a
,,S0tét” jelzét. Ennek van is bizonyos alapja. A 6.-11. szazadban megszakadt a kapcsolat a

Kelettel, ahol a tudomany tovabb fejlodott, mig Eurdpaban visszafejlodott.

A romai birodalom nyugati, latin nyelvii részének az iskolai oktatds megszervezése a
legnagyobb érdeme. A pedagdgia torténetének elso allamilag kinevezett €s fizetett tandra a
rémai QUINTILIANUS (35?7-96?) volt. A retorikarol irt konyvét egészen a 19. szazadig
hasznaltak. O alkotta meg az elso iskolai tantervet, amit a kozépkorban ,,hét szabad miivészet”
néven ismertek. Az alsd csoportjat a grammatika, retorika és a dialektika (trivium) alkottak. A
trivialis jelz6 ma is 6rzi az emlékét, mint az egyszerli szinonimdjat. Ezekre épiilt a
quadrivium: aritmetika, geometria, asztronomia és a zene. O irta le a matematika oktatas
értelmét: ,,Elesiti az elmét, eldmozditja a felfogas gyorsasagat. Nem akkor hasznél, amikor

mar megtanulta valaki, hanem azon kdzben, amig megtanulja.”

A kozépkorban a kolostorok voltak a kultara fényei, ahol rendszeres oktatas folyt latin
nyelven, a hét szabad miivészet szerint. A kézépkor iskoldit a gépies memorizalas jellemezte.
A szdmok irasa romai szamjegyekkel tortént. Ebbdl- a matematika szempontjabol-, sivar

korbol is kiemelhetiink néhany nagyszerti gondolkodot:

1. BOETHIUS (480?-524)

Elékeld romai csaladbol szarmazott. O volt a kozépkor uralkods filozéfiai
iranyzatanak, a skolasztikanak a megalapozoja. Latinra forditotta Euklidész, Arisztotelész és
Platon miiveit. Irt egy matematika konyvet ,,Bevezetés az aritmetikaba” cimmel. Nem
tartalmazott a gorog tételeken kiviil 4 ismereteket. Ebbdl a konyvbdl szarmazik a ma is
hasznalt primszam és osszetett szam elnevezés. Matematikai munkéssagahoz tartozik az is,
hogy javitotta az abakuszon torténd szdmolasi eljarast, tovabba hasznalta és népszerlsitette a
hindu szamirast. Azzal gyantsitottak, hogy Osszeeskiivést szervez az uralkodo ellen, ezért
bortonbe keriilt, majd kivégezték. A romai egyhdz martirként tiszteli, mert szerintiik a tudost a

hite miatt 6lték meg.
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2. FLACCUS ALBINUS ALCUINUS (735-804)

Angol bencés szerzetes volt, akit Nagy Karoly frank uralkodé 782-ben meghivott az
udvaraba. Feladata iskolak szervezése, a papok és a fourak tanitasa volt. frt egy hosszu idén 4t
hasznalt feladatgytlijteményt ,,Feladatok az ifjak elméjének élesitésére” cimmel. Ez egy kevés
aritmetikat, geometriat és csillagaszatot tartalmazo talaloskérdések formajaba oltoztetett,

érdekes feladatok gytijteménye volt.
3. GERBERT (950?-1003)

Francia szerzetes, akibdl késobb romai papa lett. Barcelonaban tanulményozta az arab
matematikat, hazatérve tanitotta is a hindu-arab szamirast. Az 0j szamjegyek az abakuszan
jelentek meg elészor. Az egyes vajatokba nem a megfeleld szam kavicsot tette, hanem egy

zsetont, amelyre rairta az Gjnak szamit6é szamjegyet.

RYXYTYSY XY

o elele

Az abakuszon a rajzon szerepld vajatoktol sokkal tobb volt (27). A miveleti eredményeket
nem az Uj szamjegyekkel helyiértékesen irta ki, hanem rémai szamokkal. Ez az abakusz mar
egy 1épés volt az ) szamirasra valo attérés felé. Neki tulajdonitanak harom matematikai
targyu irast: 1. Az abakuszon szdmolas szabélyai 2. Konyvecske az osztasrol 3. Geometriai
alapismeretek. Papa koraban (II. Sylvester 999-1003) szorgalmazta a hindu szdmiras
elterjesztését. O honositotta meg az oszté és az osztando kifejezéseket. Foglalkozott
csillagaszattal és jartas volt az orgonakészitésben is. O kiildte I. Istvan kiralyunknak a

koronat.

A 11. szézadban szinte semmi elérelépés nem volt a matematikédban. A 12. szdzadot

két fontos fejlemény jellemzi:
1. Megindult az egyhazi iskoldk egyetemmé vald fejlédése. (Bologna, Parizs, Oxford)

2. Leforditottak a legfontosabb gordg és arab miiveket latinra.
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4. ADELARD (10907-11607)

O inditotta el a széles korti forditéi munkat 1126-ban. Angol szerzetes volt, aki
alruhaban latogatta az arab egyetemeket, ahol a nyelvet is megtanulta. Elsoként forditotta le
Euklidész Elemek cimii kdnyvét 1142-ben. Leforditotta AL-HVARIZMI csillagaszati
tablazatait és ,,4 hindu szamokrol” cimii mivét is. Ennek nagy szerepe volt a mai szamiras €s
szamolasi technika eurdpai elterjedésében. 1155-ben latinra forditotta Ptolemaiosz Almageszt

cimii munké;jat.

Adelard Angliaban dolgozott, de az igazi nagy ,,fordito-lizem” a spanyolorszagi
Toledoban miikodott. A matematika szempontjabol a legtermékenyebb fordito6 CREMONAI
GHERARDO (1114-1187) volt, aki 85 mivet irt at latin nyelvre.

5. LEONARDO PISANO (1170?-12507?)

Ismertebb nevén FIBONACCI. A kozépkor legnagyobb matematikusa volt. A
kereskedd apja révén megismerte az akkori arab €s keresztény vilag nagy részét. Nemcsak az
arab nyelvet sajatitotta el, hanem megismerkedett az arab matematika akkori eredményeivel
is. 1202-ben irta meg a Liber abaci (Az abakusz konyve) miivét. Ebben rendezte és sajat
eredményeivel is kiegészitette az altala 6sszegyljtott aritmetikai és algebrai ismereteket. Ez a
munka mar lényegesen tobb egyszerii forditasnal, kétszaz senki sem tudta feliilmulni. 1228-
ban irt egy hasonlo jellegii geometriai 6sszefoglalast Practica geometria (Gyakorlati
geometria) cimmel. Ezeken kiviil még irt két konyvet, melyek egyenletek megoldasaval
foglalkoznak. Maig tart6 vilaghirnevét egy ,,a nyulak szaporodasarol” szolo feladatanak

koszonheti. (A Fibonacci-sorozataz a, = a, = 1,a, = a,_; + a,_, alakban adhat6 meg.)

Reneszansz

A XV. szazad nagy valtozast hozott az eurdpai gondolkodasban. Ekkor bontakozott ki
a humanizmus. A koézépkorban f6leg az aritmetika fejlodott, a reneszansz korban az algebra
kertilt el6térbe. Sorra nyiltak meg 0j egyetemek. A matematika és a tudomanyok kdzpontja az
angol és a francia teriiletekrdl észak-italiai (Bologna, Miland) és kozép-europai varosokba
(Niirnberg, Bécs, Praga) tevodott at. Magyarorszag sem maradt le a fejlodésrol, hiszen Matyas

kiraly egyetemet alapitott Pozsonyban 1467-ben.
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6. REGIOMONTANUS (1436-1476)

A korszak els6 nagy matematikusa. A német tudds eredeti neve Johannes Miiller, de
szlildvarosa Konigsberg latin nevét vette fel. Nagy miiveltségli ember volt, foglalkozott a
matematikan kiviil csillagaszattal, tudomanyos munkak forditasaval is. Vitéz Janos
esztergomi érsek meghivasara Pozsonyban is tanitott 1468-t61 1471-ig. Itt irta az Ephemeries
cimii csillagaszati miivét, amelyet Kolumbusz is hasznalt a felfedezé tjain. O készitette
1473-ban az elso olyan csillagaszati tdblazatot, amely barmely idépontra meghatarozta a Nap
¢s a Hold egymdshoz viszonyitott helyzetét. (A foldrajzi hossziisag meghatarozasaban volt

fontos szerepe.)

1464-ben Romaban készitette el az ,,0t kényv mindenféle haromszdgekrdl” cimii 6
miivét. Ebben a trigonometriat hdromszogek megolddséara hasznalja, fiiggetleniti a
csillagaszattol, igy lett a matematika kiilon fejezete. Ebben az irdsdban a feladatok megoldéasa
algebrai eszk6zokkel torténik, de jeldlések alkalmazasa nélkiil. Ezzel indul el az analitikus
geometria kialakulasa. Készitett egy 7 tizedesjegy pontossagu szinusz-tablazatot és egy
tangens-tablazatot is. Ezért 1atta meg a 4sin®a + sina = 3sina egyenletnek és a
szogharmadolasnak az 6sszefiiggését. A levelezéseibdl tudjuk, hogy sok szamelméleti
kérdéssel is foglalkozott. O taldlta meg az 6todik tokéletes szamot: 33550336. O vezette be az
eurdpai matematikaba a gyokmennyiségek fogalmat, illetve kidolgozta a miiveleti
szabalyokat. Megmutatta a gyokos mennyiségek és a tortkitevds hatvanyok kapcsolatat, ezzel

eldsegitve a logaritmus felfedezését.

Ebben a korban sziiletett meg a matematika 0jabb vivmanya, a roviditéseket,

jeloléseket hasznalo Gn. szimbolikus algebra. Ennek egyik jelentds képviseldje:
7. NICOLAS CHUQUET (14457-15007?)

1484-ben irta ,,A szamok tudomanya harom részben” cimii konyvét. Bevezette a
negativ kitev6ji hatvanyokat és a veliik végezheté miiveleteket. A szabalyait alkalmazva
rajott a logaritmus alapgondolatara. A negativ szamokat mar 6nallé szamként is elfogadta,

ellentétben sok kortars matematikussal.
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8. GIROLAMO CARDANO (1501-1576)

Niirnbergben 1545-ben jelent meg miive ,,A nagy miivészet, avagy az algebra
szabalyai” cimmel. Ezzel a munkaval az eurépai matematika el6szor 1épte tul a gorog és az
arab matematikat. Ez a konyv tartalmazza a harmad-¢és negyedfoku egyenletek megoldasi
modszereit. Ezt kovetéen a magasabb fokt egyenletek megoldoképleteinek keresése indult el.
E kutatasokbol sziiletett meg az absztrakt algebra. A harmadfokt egyenlet megoldoképletének
megsziiletését nagyban motivalta a komoly pénzdijakkal és hirnévvel jaré szamoldversenyek.
Itt gyakran kellett harmadfoku egyenleteket megoldani a versenyzdknek. Ezért érthetd, hogy
amikor DEL FERRO (1465-1526), a bolognai egyetem professzora felfedezett egy modszert,
azt senkinek sem arulta el. Kés6bb TARTAGLIA (1500?-1557) bresciai szamolomester tjra
felfedezte az eljarast €s elarulta (titoktartas mellett) Cardanonak. Del Ferro halala utan az
irataiban megtalalta Cardano a mddszer leirasat, ezért felmentve érezte magat a titoktartéas alol

¢s publikélta az eredményt.

Ekkor Cardano a milanoi orvosi kollégium igazgatoja és a pavai egyetem rektora volt.
Ez a két titulus kevés pénzzel jart, ezért kockéazassal, kartydzassal és sakkozéssal egészitette ki
a jovedelmét. A szerencsejatékok torvényeit igyekezett megfejteni, igy sziiletett meg ,,A

kockajatékrol” cimli konyve. Ezt tekintjiik a valdszinliségszamitas elsé megjelenésének.
9. RAFFAELLO BOMBELLI (1526-1572)

Bolognai mérndk-matematikus, a reneszansz kor utolso nagy olasz algebristaja. Irt egy
harom részes algebra konyvet, mellyel az algebrai szimbolika fejlédéséhez nagyban
hozzajarult. Az els6 rész a gyokmennyiségekkel, a masodik egyenletekkel foglalkozik. A
harmadik részben mintegy 300 feladat szerepel. A casus irreducibilis problémajat 6 oldotta
meg, korat joval megeldzve. Nagyban hozzdjarult az algebrai szimbolika kialakulasahoz, de

az egyenldség jelét még nem hasznalta.

A szimbolika fejlédésében a francia VIETE (1540-1603), az angol HARRIOT (1560-
1621) és OUGHTRED (1574-1660) munkassaga nagyon jelentds.
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A reneszansz kor két fontos szamitastechnikai felfedezéssel is hozzajarult a

matematika fejlédéséhez:

1. SIMON STEVIN (1548-1620) holland matematikus vezette be az algebraban a tizedes
torteket 1585-ben. A mai alakjukat 1617-ben nyerték el.

2. A logaritmus feltalalasa. Ezt JOOST BURGI (1552-1632), JOHN NAPIER (1550-1617)
¢s HENRY BRIGGS (1561-1630) munkassaganak koszonhetjiik. Nem sokaig varatott
magara a logarléc feltalalasa sem. Ennek az 6sét, a logaritmus skalat EDMUND GUNTER
(1581-1626) londoni matematikus készitette el 1624-ben.
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2.9. Az ujkori szamelmélet

Ebben a fejezetben a 17.-18. szazadi fejlédést tekintjiik at roviden. A matematikaban
forradalmi valtozast hozott a 17. szdzad kozepe, a gorogok ota a legnagyobbat. Kialakult az
analitikus geometria, majd ennek nyoman a matematikai analizis. Az egyenletek ismeretleneit
kiszamitd elemi matematika atadta helyét a valtozokat tartalmazé fliggvények vizsgalatanak.
A szazad végére mar nem lehetett megérteni a matematikat komoly elé tanulmanyok nélkiil.
A matematika utolsd, egyben legnagyobb amatdrje a francia Fermat. A szamelmélet 6nalld
tudomanyagga valasahoz még a svajci Euler és a német Gauss zsenialis képességeire és az

analizis megfeleld fejlettségére is sziikség volt.

PIERRE DE FERMAT (1601-1665): Jogasz, a toulouse-i fellebbviteli birosag tagja. Fermat
Descartes-tol fiiggetleniil felfedezte az analitikus geometria alapjat. "Bevezetés a sikbeli és
térbeli helyek elméletébe" cimii értekezése mar 1636-ban megjelent, Descartes "Geometrid"-
ja elott. Blaise Pascallal folytatott levelezésén keresztiil tudjuk, hogy a valdsziniiségszamitas

elméletének tarsfelfedezdje.

A kor matematikusaival nem tartotta a kapcsolatot, bar két angol matematikusnak,
Digbynek és Wallisnak rendszeresen irt. A francia Mersenne matematikus szerzetes atyaval is
levelezésben 4llt, aki masoknak is kozvetitette otleteit. Fermat egyediil dolgozd ember volt, és
mivel ritkan jegyzett fel bizonyitasokat vagy magyardzatot arra, hogyan kapta meg az
eredményeket, a kortarsainak szinte lehetetlenné tette azok megértését. Ugyanakkor
elészeretettel jelentette be az ujsagokban, hogy megoldott egy matematikai problémat, de a
megoldas levezetésének leirdsat nem adta meg, a tobbiekre hagyva annak kitalalasat.

Munkainak java csak haldla utan, 1679-ben, illetve késébb jelent meg.

A Nagy Fermat-sejtés: ,,Egy kobot pedig Iehetetlen szétbontani két kobre, egy
negyedik hatvanyt két negyedik hatvanyra, és altalaban a négyzet kivételével egy hatvanyt
egy ugyanolyan két hatvanyra. Erre talaltam egy valoban csodélatos bizonyitést, de a lapszél
tul keskeny ahhoz, hogy befogadja” — ezt jegyezte fel latinul Diophantosz Aritmetika c.
konyvének margdjara. A matematikusok egészen 1994-ig, tobb mint 300 éven at keresték a
megoldast, mig Andrew Wiles angol matematikus nyolcévi munka utan bizonyitotta az

allitast.
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Néhany tovabbi felfedezése:
1. Kis Fermat-tétel: Ha p primszam és a nem oszthat6 p-vel, akkor (a?~1 — 1) oszthatd
p-vel. Mai jellésekkel: aP~! = 1 (mod p)

Fermat 1636-ban jott ra e tételre, és egy 1640. oktober 18-i levelében irta meg e felfedezését

Frenicle-nek. Az tétel els6 bizonyitast Gottfried Wilhelm Leibniz adta.

2. Fermat-szamok: F, = 22" + 1. Azt hitte, hogy ezek mindig primszamot adnak, de Euler

bizonyitotta, hogy mar n = 5 esetén sem igaz.

Az els6 nyolc Fermat-szam:

Fo=2'+1=3
F1=22+1=5
Fo=24+1=17
Fa=28+1=257

Fs=2%+1=65537
Fs5=2%+1=4294967297 = 641 x 6700417
Fo =25+ 1=18446744073709551617 = 274177 x 67280421310721

Fr =228 + 1 = 340282366920938463463374607431768211457 =
59649589127497217 x 5704689200685129054721

Jelenleg csak az els¢ 12 Fermat-szam primtényezdokre bontasat ismerjiik. Primteszt a Fermat
szamokra: A Fermat-szadm pontosan akkor primszam, ha teljestil a kovetkezd:

Fp—1
372 =-1 (modE,)

Sok sejtést lehet a Fermat-szamokrol felallitani és ezek mindegyike reménytelentil
nehéz. Sejtjiik, de nem tudjuk bizonyitani, hogy az ismerteken kiviil nincs tobb prim. De még
azt sem tudjuk, hogy végtelen sok Osszetett Fermat-szdm van, hogy mind négyzetmentes,

vagy akar, hogy végtelen sok négyzetmentes Fermat-szam van.

3. Fermat-elv: Az optikaval kapcsolatos Fermat-elv azt mondja ki, hogy a fénysugar egy
tetszOleges optikai rendszerben mindig olyan palyat kovet, amelyre nézve a kezdo és

végpontok kozotti terjedési id6 extrém, altalaban a lehetd legkisebb értéket veszi fel.
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4. Fermat-pont (izogonalis-pont): A geometriaban az a pont, amit egy haromszog csucsaival
Osszekotve az Osszekotd szakaszok egyiittes hossza minimalis. Feladvanyul adta Evangelista

Torricellinek a pont megszerkesztését.

5. Végtelen leszallas: Huygens kéziratai kozott 1879-ben talaltak egy Fermat levelet,
amelyben megtaldlhat6 a végtelen leszallas bizonyitasi mddszer leirdsa. Ez a teljes indukcios

bizonyitas indirekt valtozata.

LEONHARD EULER (1707-1783): A matematika torténetének masodik legtermékenyebb

tuddsa. (Erdds Palnak jelent meg tobb tudomanyos munkéja). Haldlakor 560 megjelent miive
volt, posztumusz cikkeit a Szentpétervari Akadémia folyamatosan adta ki. 1843-ban, amikor
ugy tlint, mindet feldolgoztak, a lista 756 tagot tartalmazott. Ekkor varatlanul 61 kéziratot

talaltak. A huszadik szazad elején Osszeallitott listan 866 irdsa van.

Daniel Bernoulli hivta meg 1727-ben (ekkor 20 éves volt) a Szentpétervari
Tudomanyos Akadémiara. 1731-ben a fizika professzora, majd két évvel késébb a
matematikai osztaly vezetdje lett. 1740-ben a jobb szemére megvakult, de egy sikeres muitét
visszahozta a latasat. Kés6bb azonban jra elvesztette, €s a miitét kovetkeztében 1771-ben a
masik szemére is megvakult. (Munkainak tobb mint a felét vakon készitette el, majd lediktalta
tanitvanyainak, kollégainak.) Oriasi teljesitmény! A matematika szinte valamennyi 4gaban

maradandot alkotott.
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A sok eredménye koziil néhany:

o A szamelméletben megtalalta a 8. tokéletes szamot és 59 baratsagos szampart.

« Bizonyitotta, hogy minden péros tokéletes szam 2% (2%*1 — 1) alaku.

e Megmutatta, hogy az 6todik Fermat-szam Gsszetett: Fs oszthato 641-gyel.

o Els6 publikalt bizonyitasat adta Fermat allitasanak: minden 4k+1 alaka primszam két

négyzetszam Osszege.

e O jelolte eloszor n-vel a kor keriiletének és atmérdjének aranyat, e-vel a lim (1 + ;)

n—-oo

sorozat hatarértékét, amit késobb rola neveztek el.

o Levezette az e'™ + 1 = 0 egyenldséget. (Ezt a matematika ékkdvének nevezik.)

o Az analitikus geometria keretében szinte egymaga megalkotta a ma hasznalatos
trigonometriat.

e 1748-ban megjelent konyvében szereplé koordinata-rendszernek két tengelye volt,
melyeken mar negativ értékek is szerepeltek. Gyakran hasznalt polarkoordinatakat is.

o Sikgeometridban felfedezte és a nevét viseli a haromszog Euler-egyenese (1744).

o Felfedezte a Feuerbach-kort. (Sajnos nem réla nevezték el.)

« Bebizonyitotta a rola elnevezett Euler-tételt, mely felirja a haromszog koréirt és beirt
korének kozéppontjai kozotti tavolsagot a két kor sugara segitségével.

e Bizonyitotta a rola elnevezett Euler-féle poliédertételt, mely dsszefliggést ad egy
poliéder csucsainak, €leinek és lapjainak szama kozott (1744).

o Elsoként haladta meg a ktpszeletek targyalasa soran Apolloniosz eredményeit.

o A grafelmélet nyitanyat jelenti a Konigsbergi hidak altala megoldott problémaja.

e Megoldotta a karcst rudak rugalmas kihajlasdnak problémajat.

e A hidrodinamikat ma is az 6 felfogasaban targyaljak.

e Az Orvényszivattytk és turbinak méretezését ma is az Euler-turbinaegyenlet szerint
végzik.

e A porgettyimozgast az Euler-féle kinetikai egyenletek segitségével vizsgalta.

o Foglalkozott valosziniiségszamitassal, komplex szamokkal, harmonikus sorokkal,
modularis aritmetikéaval, differencidlegyenletekkel.

o Acsillagaszatban foglalkozott a bolygok palyainak kiszamitasaval.

e Az optikdban a kromatikus aberracié matematikai elemzésével.

o Irt kdnyvet a hidraulikarol, hajotervezésrél, tiizérségrol, zenérol. Jelentds térképészeti

munkat is végzett.
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CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855): Német matematikus, csillagasz és fizikus. Ot
tartjak minden idék egyik legnagyobb matematikusanak. Igy is nevezik: “A matematikusok
fejedelme.” Euler mellett 6 a matematika legsokoldalibb tudosa. A tudomany szamos
terliletének fejléddéséhez jarult hozza. A szdmelmélethez, az analizishez, a
differencidlgeometridhoz, a geodézidhoz, a magnesességhez, a csillagaszathoz ¢és az

optikahoz.

A legenda szerint tehetsége mar haroméves koraban megmutatkozott, amikor fejben
kijavitott egy Osszeadasi hibat, melyet apja vétett, amikor papiron szdmolta a pénziigyeit. EQy
masik hires torténet, amely arr6l szol, hogy az altalanos iskolai tanara, diakjait azzal akarta
lefoglalni, hogy 1-t61 100-ig adjak Gssze az egész szamokat. A fiatal Gauss mindenki
megddbbenésére masodpercek alatt elérukkolt a helyes megoldassal. (R4jott a szamtani

sorozat Osszegképletére.)

1796-ban (19 évesen) tort be a tudomanyos életbe, amikor sikeriilt megmutatnia, hogy
barmely olyan szabalyos sokszdg, amely oldalainak szdma Fermat-prim, megszerkeszthetd
korz6 és vonalzod segitségével. Ez jelentds felfedezés volt a szerkesztési problémak teriiletén.
Gauss annyira elégedett volt ezzel az eredménnyel, hogy azt kérte, egy szabalyos 17-szoget
véssenek a sirkdvére. A sirkdves ezt visszautasitotta, de sziilévarosaban (Braunschweig) a

tiszteletére emelt szobor talapzatan lathato a szabalyos 17 oldalu sokszdg.

1796 a legtermékenyebb év volt mind Gauss, mind a szdmelmélet szamara. A
heptadekagon szerkesztését marcius 30-an publikalta. Az osztasi maradékok azonossagan

alapulo kongruencia relaciojat bevezetve, megteremtette a modularis szamelméletet. Hires

tételét a kvadratikus reciprocitasrol aprilis 8-an bizonyitotta.
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Ennek a figyelemre mélto tételnek a segitségével a matematikusok meghatarozhatjak a
megoldhatosagat barmely masodfokt kongruencianak. A primszamtétel, melyet majus 31-én
sejtett meg, hasznalhatd képet ad a primszamok egész szamok kozti eloszlasarol. Gauss julius
10-én azt is észrevette, hogy barmely pozitiv egész felirhato legfeljebb harom haromszogszam
Osszegeként. Oktober 1-jén publikélt egy eredményt polinomok megoldasainak szdmaval

kapcsolatban, amely 150 évvel késébb végiil a Weil-sejtéshez vezetett.

1799-es doktori értekezésében Gauss egy bizonyitast adott az algebra alaptételére. Ez
a fontos tétel azt allitja, hogy minden legalabb els6foku, valos vagy komplex egyiitthatos
polinomnak van komplex gyoke. Gauss disszertacidja az dsszes korabbi bizonyitas kritikajat
tartalmazta és adott egy tjat. Eletében még harom bizonyitast adott erre a tételre. Az utolso,
1849-es bizonyitasa mai mércével mérve is nagyon igényes. Probalkozasai utkozben

nagymértékben pontositottak a komplex szamok fogalmat.
1800-ban publikalta maig is hasznalatos husvétképletét.

Gauss a szamelmélethez is jelentésen hozzajarult 1801-es konyvével, a Disquisitiones
Arithmeticae-vel, amely a modularis aritmetika tiszta bemutatasat tartalmazza, valamint a
kvadratikus reciprocitas tételének els6 két bizonyitasat. Ugyanezen év januar 1-jén Giuseppe
Piazzi olasz csillagasz felfedezte a Ceres kisbolygot. Ez a momentum sarkallta Gausst arra,
hogy megirja munkajat a kisbolygdk nagybolygdk altal megzavart mozgéasanak elméletérol,
amelyet végiil 1809-ben publikalt. Piazzi még csak néhany honapja figyelte a Cerest, amikor
az atmenetileg eltlint a Nap ragyogasa mogé. Tovabbi honapokkal késébb, amikor a Ceresnek
ismét meg kellett volna jelennie, nem sikeriilt megtalalni. Gauss, aki ekkor 23 éves volt,
hallott a problémarol, igy hat nekiveselkedett. Hirom hoénap munkat kovetden, 1801
decemberében megjoésolt egy pozicidt a Ceresnek €s ez fél fokra pontosnak bizonyult. Zach
Janos Ferenc 1801. december 31-én Gothaban, Gjra felfedezte a kisbolygot. A Cereshez
kapcsolodo szamitasai alapjan kidolgozta a perturbacioelméletet. Szamitasai kézben
olyannyira modernizalta a 18. szdzad palyajoslasanak nehézkes matematikajat, hogy a néhany
évvel késObb Az égitestek mozgasanak elmélete cimen publikalt miive a csillagaszati szamités
mérfoldkéjének szamit. Bevezette a Gauss-féle gravitacios allandot, tartalmazta a legkisebb
négyzetek modszerét. Ezt mind a mai napig hasznaljak minden tudoméanyagban a mérési hiba
hatasanak minimalizalasara. Gauss ezt a modszert 1809-ben be tudta bizonyitani a normalis

eloszlasu hibak feltétele mellett.
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Az 1810-es évek végén Gausst megkérték arra, hogy hajtson végre geodéziai
méréseket, szamitasokat Hannover allamban, hogy 6sszekapcsoldodjon a meglévo dan
térképhalozattal. A vizsgalat részeként Gauss feltalalta a heliotropot, amely a Nap sugarainak

visszaverésével miikodott, tiikorkészletet és egy kis teleszkopot felhasznalva.

Gauss azt allitotta, hogy felfedezte a nemeuklideszi geometriak lehetdségét, de
sohasem publikalta. Bolyai Janos 1829-ben fedezte fel a nemeuklideszi geometriat, a munkait
1832-ben tette kozz¢. Miutan ezt latta Gauss, azt irta Bolyai Farkasnak: ,, Ezt dicsérni sajat
magam dicséretével jarna. Mivel a munka teljes tartalma ... szinte teljesen megegyezik sajat

gondolataimmal, amelyek az utolso 30-35 évben lefoglaltik az agyamat.”

A hannoveri vizsgalat késobb a Gauss-eloszlas (normal eloszlas) kidolgozasahoz
vezetett. Ez felkeltette Gauss érdeklddését a differencidlgeometria irant. Ezen a teriileten egy
fontos tétellel allt eld: a theorema egregiummal, amely a gorbiilet fogalmanak egy fontos
tulajdonsagat allapitja meg. Hétkoznapi nyelven a tétel azt allitja, hogy a feliilet gorbiilete
teljes egészében meghatarozhatd szogek és tavolsagok mérésével a feliileten. Azaz a feliilet
gorbiileti viszonyainak, ezaltal a haromdimenzids térbe vald ,,bedgyazottsaganak™ modja

anélkiil is megismerhetd, hogy a feliiletbdl kilépnénk, és magat a teljes teret is ismernénk.

1831-ben Gauss nagyszeriien miikodott egyiitt Wilhelm Weber fizikaprofesszorral. Ez
1j ismeretekhez vezetett a magnesség terén és Kirchhoff huroktérvényének felfedezéséhez az
elektromossagtanban. Gauss és Weber az els6 elektromos tavirot 1833-ban készitette el,
amely az obszervatoriumukat a gottingeni fizikai intézettel kapcsolta 6ssze. Egy magneses
obszervatoriumot €pittetett az obszervatdrium udvaran és Weberrel megalapitotta a
,magneses klub”-ot, amely a Fold magneses mezdjének mérését tamogatta szerte a vilagon.
Kifejlesztett egy modszert a magneses mezd horizontalis intenzitdsanak mérésére, amely
egeészen a XX. szazad masodik fel¢ig hasznalatban volt. Ez eldsegitette a Fold magneses
mezdje belsd (mag €s kéreg), valamint kiilsd részének (magnetoszféra) elkiilonitésének

matematikai elméletét.
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2.10. A szamelmélet modern tagoldodasa

A szamelmélet kérdései irant a 19.-20. szazadban még inkabb fokozodott az
érdeklédés. A szamfogalom fejlédése, illetve a matematika mas teriiletein elért eredmények
hatasa komoly elérelépést hozott. A tisztazatlan problémak megoldasara a matematika
kiilonbo6z6 teriiletein kidolgozott médszereket kezdtek alkalmazni. Ez a szamelméletben is
elinditott egyfajta differencidlodast, amely folyamat még most sem tekinthetd befejezettnek.

Ma mar kilenc teriiletrdl beszéliink:

1. Elemi szamelmélet: Idetartoznak a minden részteriileten kozds fogalmak és tételek.

1. oszthatdsag, 2. primek, 3. maradékos osztas, az euklideszi algoritmus,

4. a szamelmélet alaptétele, 5. modularis aritmetika (maradékosztalyok és kongruenciak),
6. egyszerti Diofantoszi egyenletek

2. Analitikus szamelmélet: A szamelméleti problémakat a fliggvényanalizis eszkozeivel
vizsgalja. A diszkrét matematika teriiletéhez sorolt szamelmélet megkozelitése a folytonossag

vizsgalatara 1étrejott szemlélettel és modszerekkel. Példaul: primszamtétel, Riemann-sejtés

3. Algebrai szamelmélet: A szamelméleti problémakat az absztrakt algebra modszereivel
vizsgalja. Ezek: algebrai szamok, algebrai egészek, Galois-elmélet, véges testek

szamelmeélete, p-adikus szamok, idedlok elmélete.

4. Kombinatorikus szamelmélet: Ez a nagyrészt Erdds Pal altal 1étrehozott teriilet a
természetes szamok kombinatorikusan megfogalmazhato tulajdonsagaival foglalkozik.

Gyakorta hasznal linearis algebrai eszkdzoket is.
5. Primszamelmélet: A primszamok eloszlasaval, tulajdonsagaikkal foglalkozik.

6. Additiv szamelmélet: Példaul: Goldbach-sejtés, Waring-probléma.
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7. Diofantoszi egyenletek: P¢éldaul: Pitagoraszi szamharmasok, Pell-egyenlet, Catalan-sejtés,

kétnégyzetszam-tétel, Nagy Fermat-tétel, abc-sejtés.

8. Geometriai szamelmélet: Példaul: Racsgeometria, Minkowski-tétel, pakolasi problémak,

algebrai geometriai problémak, Nagy Fermat-tétel.

9. Szamitaselméleti szamelmélet: Példaul: Primteszt, Primfaktorizacid, Kriptografia.

A huszadik szadzad végén az egyik legnagyobb kozfigyelmet kivaltd matematikai
felfedezése szamelméleti jellegli volt: megoldodott a Nagy Fermat-sejtés kérdése. Tovabbi
fontos valtozas, hogy az 1960-as években még szinte lenézett, alkalmazhatatlan elmetornanak
gondolt diszkrét matematika és kiilondsen a szamelmélet az alkalmazott matematika egyik

nagyon fontos teriiletévé valt.

53


https://hu.wikipedia.org/wiki/Sz%C3%A1melm%C3%A9let#Diofantoszi_egyenletek
https://hu.wikipedia.org/wiki/Pitagoraszi_sz%C3%A1mh%C3%A1rmasok
https://hu.wikipedia.org/wiki/Pell-egyenlet
https://hu.wikipedia.org/wiki/Catalan-sejt%C3%A9s
https://hu.wikipedia.org/wiki/K%C3%A9tn%C3%A9gyzetsz%C3%A1m-t%C3%A9tel
https://hu.wikipedia.org/wiki/Nagy_Fermat-t%C3%A9tel
https://hu.wikipedia.org/wiki/Abc-sejt%C3%A9s
https://hu.wikipedia.org/wiki/Sz%C3%A1melm%C3%A9let#Geometriai_számelmélet
https://hu.wikipedia.org/wiki/Sz%C3%A1melm%C3%A9let#Számításelméleti_számelmélet
https://hu.wikipedia.org/wiki/Pr%C3%ADmteszt
https://hu.wikipedia.org/wiki/Pr%C3%ADmfaktoriz%C3%A1ci%C3%B3
https://hu.wikipedia.org/wiki/Kriptogr%C3%A1fia

3. Amit mar tudunk a primekrol

Tekintsiik at, hogy napjainkban mit tudunk a primszamokrdl. Az anyag mennyisége

miatt nem minden allitas bizonyitasat tudjuk végig kdvetni.

3.1. A primszamok végtelensége

A tétel és bizonyitasa eldszor Eukleidész konyvében jelent meg. Azota sokan €s
sokféleképpen adtak erre az allitasra bizonyitast. A kovetkezdkben nézziink meg 12-t ezekbdl.

Az olvasonak lehet az is egy feladat, hogy keressen ezektdl eltérdket is.
Tétel: Végtelen sok primszam létezik.
1. Bizonyitas:

Ezt a legrégebbi bizonyitast Eukleidész Elemek cim{i munkajabol ismerjiik. A

matematika torténet elsé és talan a legszebb indirekt bizonyitéasa.

Tegyiik fel, hogy csak véges sok primszam létezik. Legyenek ezek: pq, p,, -+, Dy

Képezziik az alabbi szamot:

A=pi pp - prtl

Az A szam nyilvéan a p4, p,, -+, p;- primszamok egyikével sem oszthatd. Azonban
minden 1-nél nagyobb szamnak 1étezik primosztdja. Ez viszont kiilonbozik a py, py, -+, pr

primektdl, ami ellentmond az indirekt feltevésnek.

A bizonyitasbol az is 1athato, hogy p, < 22", ahol p,, az n — edik primszamot jeldli.

Ennél pontosabb felsd becslést a 2.2. fejezetben nézhetiink meg.
2. Bizonyitas:

Definicio: Az F, = 22" + 1 alaka szamokat,( ahol n = 0, 1, -+, természetes szam), Fermat

szamoknak nevezziik. Néhany Fermat szam:
Fy=3,F,=5,F, =17,F; = 257,F, = 65537, F5; = 641 - 6700417

(Ezekrdl bévebben a 3.4. fejezetben olvashatunk.)
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Bebizonyitjuk, hogy barmely két Fermat szam relativ prim, igy végtelen sok

primszamnak kell lennie.

Ezért lassuk be a

n—-1
HszFn—Z,(ahoanU
k=0

rekurziot, amibdl az allitas mar kovetkezik. Valdban, ha m osztja példaul Fj -t és F,-t, ahol
k < n, akkor m osztja 2 = F, — [[RC3 Fy-tis, tehat m = 1 vagy m = 2. De m = 2 nem

lehet, mert minden Fermat szam paratlan.

A rekurziot n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk.
1.Han=1,akkor Ffy =3ésF, —2 = 3.

2. Tegyiik fel, hogy az allitas n = m-ig igaz.

3. Bizonyitsuk be, hogy n = m + 1-re is igaz.

Az indukcids feltevésbdl kovetkezik az alabbi:

m m—1
[ [7 = (1_[ Fk> Fy = (i = 2)Fy, =
k=0 k=0

=27 -1 +1)=2"" —1=Fpyy -2
3. Bizonyitas:
Definicio: Az M,, = 2P — 1 alak® szamokat, ahol p primszam, Mersenne szdmnak nevezziik.
Egy Lagrange-tétel segitségével bizonyitjuk az allitast.
Tétel: Ha G egy véges multiplikativ csoport és U egy részcsoportja, akkor |U| osztja |G|-t.

Tegytik fel, hogy véges sok primszam van és p a legnagyobb. Megmutatjuk, hogy 27 — 1
barmely ( osztoja nagyobb, mint p. Ebbdl kdvetkezik a primszdmok végtelensége. Legyen  a
2P — 1 valamely primosztdja, azaz 2P = 1 (mod q). Mivel p prim, ez azt jelenti, hogy Z, test

Z4 — {0} multiplikativ csoportjaban a 2 elem rendje p. Ennek a csoportnak g-1 eleme van.
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A Lagrange-tétel szerint minden elem rendje osztja a csoport rendjét, igy p osztoja g — 1-nek,

tehat p < g. Tehat ellentmondasra jutottunk.
4. Bizonyitas:
A bizonyitést az analizis eszkozeivel végezziik el.

Definicid: Az X természetes alapu logaritmusa:
X
1
log x = 7 dt
1

Definicio: Legyen a m(x) az X valos szamnal kisebb vagy egyenld primszamok szama.

Szamozzuk meg a primszamokat novekvo sorrendben ( pq, p2, p3, ) és vegyiik X

természetes alapu logaritmusat. Hasonlitsuk 6ssze az f(t) = % fiiggvény grafikonja alatti

teriilet egy a fiiggvény grafikonjat feliilrdl kozelitd 1épcsds fliggvénnyel.

- _,_____,;>
1 2 n n+l

fgy n < x < n + 1 esetén az alabbi egyenlStlenséget kapjuk:

l0gx S 14—t mb oo — <zl
09 x = 2 3 n—1" m

Itt az dsszegzést minden olyan m természetes szamra kiterjesztjiik, aminek csak p < x

primosztdja van. Minden ilyen m egyértelmiien felirhat6 a kovetkezd alakban:

S2=T1(3H)

ps<x \k=0
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A belso Osszeg egy > hanyadosti mértani sor, azaz:

(x)
ogx<| [—g=[ ] -
0g x < —_—= — =

-1 p—1 1lpk-1
p=x p=<x k=1
p
Mivel p* > k + 1, ezért:
AP SUPRE S L
pk—1 pk—17 ok

Ebbdl kovetkezik az alabbi Osszefliggés:

(x)
k+1
longﬂT=n(x)+1

k=1
Tudjuk, hogy log x nem korlatos, tehat w(x) sem az. Vagyis végtelen sok primszam van.
5. Bizonyitas:

Ez a bizonyitas Hillél Fiirstenberg nevéhez kothetd, mely topologiat hasznal fel.
Nézziik az alabbi topologiat az egész szdmok Z halmazan:
aza,b € Z,b > 0 szamokra legyen N, , = {a +nb : n € Z}.

Minden N, j, halmaz egy kétiranyt végtelen szamtani sorozat.
Definicio: Egy O € Z halmaz nyilt, ha vagy O iires, vagy minden a € 0-hoz van olyan
b € Z, amelyre N, , € 0.

Nyilvanvald, hogy nyilt halmazok unioja is nyilt. Belatjuk, hogy véges sok nyilt
halmaz metszete is nyilt. Ehhez elég, hogy két nyilt halmaz metszete is nyilt. Legyen 04és O,
két nyilt halmaz. Ekkor tetszéleges a € 0, N 0,-hoz létezik by, b, € Z, hogy Ny, p, € Oy,
illetve N, p, € 0, de ekkor a € Ny, p. .5, © O1 N 0. Ez a halmazcsalad tehat egy valodi

topologiat general Z-n.
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Nézziink meg két allitast:
1. Barmely nem iires nyilt halmaz végtelen.
2. Minden N, ;, halmaz zart is.
Az 1. allitas kovetkezik a definiciobol.

A 2. allitashoz vegyiik észre az alabbi Osszefiiggést:

b—-1
Nop = Z\ | Nari
i=1

Ami bizonyitja, hogy N, , egy nyilt halmaz komplementere, tehat zart. Mivel minden

n # 1 ésn # —1 szdmnak van p primosztdja, ezért benne van N ,,-ben, amibdl kdvetkezik,

hogy:

Z\{1,-1) = U No,»
p

Ha a p primszamok halmaza véges lenne, akkor U, Ny, a masodik allitas alapjan
eldallna zart halmazok véges unidjaként, és igy 6 maga is zart lenne. Tehat az {1, —1} nyilt

halmaz lenne, ami viszont ellentmond az 1. allitasnak. Tehat végtelen sok primszam van.
6. Bizonyitas:
Erd6s Pal megoldasa a primszamok végtelenségén tal azt is megmutatja, hogy a Z; sor

divergens. Legyen pq,p,, p3, -+ a primszamok névekvo sorozata, és tegyiik fel, hogy a ). % sor

konvergens. Ekkor kell lennie olyan k természetes szamnak, melyre

Nevezzik pq,pz, -+, Pr-t Kis primeknek, és py41, Pr+2, *---t NAgy primeknek. Tetszdleges X

természetes szamra az alabbi adodik:

zpf<§ (1)
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Legyen N, azon m < x pozitiv egészek szama, amelyeknek legalabb egy nagy primosztojuk

van, K, pedig azoké, amelyeknek minden primosztojuk kicsi. Megmutatjuk, hogy alkalmas x-

re N, + K, < x, ami a vart ellentmondésra vezet, mert definicio6 szerint N, + K, = x. Az Lﬂ
1

azokat az m < x pozitiv egészeket szamolja, amelyek p; tobbszorosei. Vagyis (1)

egyenlOtlenség alapjan:

s 3 L2 <3

izk+1

Vizsgaljuk most K,.-t. A csak kis primosztokkal rendelkezé m < x-eket atirjuk m = a,, b2,
alakba, ahol a,, a négyzetmentes rész. Minden a,,, tehat kiilonb6z6 Kis primeknek a szorzata,
azaz legfeljebb 2* féle négyzetmentes rész van. Tovabba, mivel b,, < vm < +/x, azt kapjuk,

hogy legfeljebb vx féle négyzetes rész van, és ezért K, < 2K/x. Ha 2*%/x < %, akkor K, <

2%yx < . Bkkor (2) alapjn Ny + K, < x.
Megjegyzés: Az x > 22K+2 esetén valdban teljesiil az alabbi egyenlétlenség:
x
2k\x <=
2
7. Bizonyitas:
Euler bizonyitasa. Tegylik fel, hogy csak véges sok primszam létezik.

Legyenek ezek:2, 3, 5,..,p. Vizsgaljuk az alabbi azonossagot:

1+1+1+1+ =
2 3 4
1 1 1 1 1
_(1+2+2—2+2—3+ ) <1+§+?+¥+ > <1+—+—2+—3+ )Z
1 1 1
— 1. 1.. 1
-2 1-3 1-3

Az elsO sorban 1€v6 kifejezés értéke a végtelenhez tart, mig a harmadik sorban 1évo egy véges

szamérték. Ellentmondasra jutottunk, tehat hibas volt a feltételezés.
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8. Bizonyitas:

Tegylik fel, hogy csak véges sok primszam létezik. Legyenek ezek:2, 3, 5,...p. Vizsgaljuk az

alabbi azonossagot:

1 1 1
1+2—2+§+E+"'=
1 1 1 1 1 1 1 1 1
:(1+2_2+2_4+ﬁ+'“).(1+§+§+¥+.“>.””<1+?+F+E+'“>:
_ 1 1 1
-, 1. 177 1
-3z 1=z 1-3

Az elsd sorban 1€v6 kifejezés értéke egy irracionalis szam (g), mig a harmadik sorban 1évé
egy racionalis szamérték. Ellentmonddsra jutottunk, tehat hibas volt a feltételezés.
9. Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy csak véges sok primszam létezik. Ha k darab primszam van, akkor a
beldliik képezheto pf‘ L. pg 2 p,‘: k alaka természetes szamok szama, ahol a kitevok nem
nagyobbak n-nél: (n + 1)*. E szamok kozott szerepelnie kell az 1,2, 3, -+, 2™ szamok
mindegyikének, tehat (n + 1)* > 2™ lenne, de ez az egyenlStlenség nem teljesiil elegendden

nagy n-re. Ellentmondasra jutottunk, tehat hibas volt a feltételezés.
10. Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy csak véges sok primszam létezik. Ha k darab primszam van, akkor

legyen n = p; " p, " p3 * -+ * Pk Ekkor az egyediili, n-hez relativ primszam az 1, tehat:

pm) =1.Vagyis: p(n) =(p; —1) - (p; — 1) -+~ (py, — 1) = 1. Azonban ez az

egyenldség nem teljesiilhet. Ellentmondasra jutottunk, tehéat hibas volt a feltételezés.

Megjegyzés: Az 1,2,---,n — 1 szamok koziil az n-hez relativ primszdmok szamat az

Euler-féle ¢ (n) fiiggvény adja meg:

ow=nT]0-)

pin
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11. Bizonyitas:

Ha tudunk olyan végtelen sorozatot 1étrehozni, melynek elemei paronként relativ primek,
akkor abbol mar kovetkezik, hogy végtelen sok primszam van. A 2. Bizonyitasnal is hasonld

modon jartunk el.
Legyenek a és b egymashoz relativ prim természetes szamok. A sorozat a kovetkezo:
a, = a, apy1 =09 Ay " ay, +b,aholn=0,1,2,-

Lassuk be, hogy a sorozat elemei paronként relativ primek. Legyen d egy k6zos
primosztoja a;-nek és a;-nek, ahol i < j. Az a; = ag-ay -+ a; -+ aj_; + b eldallitds miatt

d osztoja b-nek. Mivel a; = ay - a; - -+ - a;_1 + b és d osztdja a;-nek, igy d osztdja

ap * a; * -+ a;_1-nek, tehat d osztdja a sorozat valamely, a;-t megel6z6 elemének is. Ezt
folytatva kapjuk, hogy d osztoja a-nak is és b-nek is. Ez viszont ellentmond a kezdeti

feltevésnek.
12. Bizonyitas:

Felhasznaljuk a Fibonacci sorozatra vonatkozo6 Lucas tételt. Jelolje f,, a sorozat n-edik tagjat.
EKKor (i fn ) = fann) - Ha csak véges sok primszam van: py,py, -+, py , akkor a Lucas
tetel szerint az fy, , fp,, ***, fp, €lemek paronkeént relativ primek, és mivel a felsoroltakon kiviil
mas prim nincs, igy mindegyik f, -nek csak egy primosztdja lehet. Ennek mond ellent, hogy

fio = 4181 = 113 - 37.
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3.2. A primszamok eloszlasa

Ebben a fejezetben megnéziink néhany elemi becslést a primek szamarol.

Tetszbleges x = 2 valds szam esetén jelolje w(x) az X-nél nem nagyobb pozitiv primszamok

szamat. A kovetkezd tétel a [2, n] intervallumba esé primszamok szorzatara ad felsd becslést.

1. Tétel: Tetszdleges n = 2 egész szam esetén:

[Tr<+

psn

Bizonyitas: (Erd6s Pal és Kalmar Laszl6 bizonyitasa) A bizonyitast n szerinti teljes

indukciodval végezziik. Azn = 2 esetén 2 < 42, n = 3 esetén 2 - 3 < 43, tehat igaz az allitas.
Tegyiik fel, hogy a tétel igaz (n — 1)-ig. Bebizonyitjuk, hogy ekkor n-re is igaz, han > 4.

1. eset: Ha n paros, azaz n = 2k > 4. EKkor:

Hp: 1_[ p<42k—1<42k

p<2k p<2k-1

2. eset: Ha n paratlan, azaz n = 2k + 1 > 4. Ekkor:

Te=(TT) TT »)

p<2k+1 p<k+1 k+2sp<2k+1

ahol az indukcios feltétel miatt:

1_[ p <41 hiszen2 <k+1<n
p<k+1
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Tovabba:

(2k+1)!_ '_<2k+1>

pl(k+2)(k+3)---(2k+1)=m_ .

k+2<p<2k+1

Mivel ez a szorzat k!-hoz relativ prim, ezért osztdja a (Zkk“) egész szamnak. Tehat:

<<2k+1)_3-5-7-----(2k+1)-2"
P=\k )~ (k + 1)!

k+2<p<2k+1

468 Qky2)-2"
(k+ 1)

Vagyis:

1_[ p < 4k+1 . 4k — 4_2k+1

p<2k+1
Tehat igaz az allitas. A tétel minden X valds szdm esetén is igaz.

2. Tétel: Tetszbleges x = 2 valos szdm esetén:

()<(4+3) a
X 4) log, x

Bizonyitas: A [],<, p szorzatot becsiiljiik alulrol. A szorzat Vx alatti tényez&it 2-vel, a tobbit

Vx-szel becsiiljiik alulrdl, x > 4 esetén:

4x>ﬂp= np H p|=

psx psVx Vx<psx

=( T2 [] vx)=2- (va) ™
p<vx Vx<psx

Tehat:

22x > 21‘[(\/}) . (\/})T[(x)_”(&)
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Attérve kettes alapu logaritmusra a kovetkez6t kapjuk:
2x > n(Vx) + [r(x) — n(Vx)] - log, Vx

Az x > 4 miatt log, x > 0 és r(+vx) < Vx, ezért:

4x — 27 (x) (V)
T[(.X')<W (\/—)—— l4+ x '(lOgZX—Z)l <
< X 1 1
_logzx.[4+ﬁ.(og2x_2)]

2k+1

Mivel x > 4, ezért van olyan k > 2 egész szam, amelyre 2* < x < , ezért:

AW

1
0<— (logyx—2)<—-(k+1-2) <
N X

ahol az - - k+1-2)<- egyenlotlenseg k = 2,k = 3,k = 4 esetén fennall, és k = 4-re:
2

k-1 (k+1) -1 1 k+1) -1
kT ﬁl'@_ﬁ“ﬁ> Z5)
22 22 272

Ezzel igazoltuk, hogy x = 4-re:

X
log, x

ﬂ@<@+%-

A2 < x < 4esetén:

()<2<4+3—<4+3) 2 <<4+3) a
) = 4 \""2%) Tog, 4 4) log, x

Tehat igaz az allitas.
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3. Tétel: Tetszboleges x > 2 valos szdm esetén:

3 X
() > (1 B Z) . log, x

Bizonyitas: A bizonyitasnal felhasznaljuk a kdvetkezo tételt.

Tétel: (Legendre-formula) Legyenek n és Kk pozitiv egész szamok, p pozitiv primszam,

tovabba p* < n < p**1. Ekkor az n! kanonikus felbontdsaban a p kitevéje:

o= 2]+ [2] + [] -+ 2]

Megjegyzés: A tétel egyszerlien kdvetkezik abbdl, hogy az 1, 2, ---, n szamok kozott [g] darab

p-vel, [ ] darab p2-tel és altalaban [p ] darab p’-nel oszthato szam van. A szdgletes zardjel a

szam egészrészét jeloli.

E tétel alapjan:

Yp
2n (2n)! 2n n
= = B = — | — — & < Yptl
(n) (n!)2 ﬂp P ahol By Z([pf Z[pf]) esp’r = 2n <pw
ps<2n j=1

Egy y valods szam esetén 2[y] < 2y < 2[y] + 2 miatt 2[y] < [2y] < 2[y] + 1, vagyis

0 < [2y] —2[y] < 1,tehdt 0 < B, < yp, ezért:

(27’1) < 1_[ pyp < (zn)n(Zn)
n

p<2n
Masrészt n = 2-re:
<2n)_3.5.7.....(2n_1).2n>2.4 (271 2) on 22n1 22n
n) n! n! n  2n

Tehat pozitiv egész n-re (Az egyenldség n = 1 esetén teljesiil):

2n
22" < (2n)"CMH graz w(2n) = o
2

log,(2n)
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Ezt x > 2 valos szam esetén alkalmazhatjuk n = E]-szel:

o

o ([f])

n(x) =7 (2 [;]) >

_x—2

1
(1 —7 (2 + log, x))

~ log, x
Ha x > 8, akkor van olyan k > 3 egész, amelyre 2F < x < 2K*1 ezért:

1 1 3
;(2 + log, x) < Z—k(k + 3) SZ
Ez k = 3 esetén nyilvanvalo, mig k > 4-re:

k+3<2k—1<3
2k 7 2k T4

Tehat x = 8 esetén:

w(x) > (1 — E) ad

A2 < x < 4esetén:

X 4_4
log,x 1
A4 < x < 8esetén:
X <8—4
log,x 2

Tehat minden 2 < x esetén igaz az allitas.
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4. Tétel: (Csebisev tétele) Tetszoleges pozitiv egész szdmhoz létezik olyan p primszam,

melyre:
n<p<2n

Bizonyitas: (Erdés Pal bizonyitasa) Nézziik n > 5 egész esetére a (2:) = [Ip<2n pPr felsé
becslését gy, hogy szétvagjuk a szorzatot v 2n-nél, ?-nal és n-nél. Az eldzo tétel

bizonyitasaban lattuk, hogy:

1—[ pPr < 1—[ p’? < (2n)™(V2n) < (2n)V2n-1
p<2n ps2n

Hav2n <p < z?n, akkor B, <y, = 1 és az 1. Tétel alapjan:
2n
[ =[]
\/ﬁ<ps%n ps%n

Definialjuk az iires szorzatot 1-nek. gy az eredmény akkor is érvényes lesz, ha v2n és Z?n

N W

k6z0ott nincs primszam (pl. n = 5,n = 6,n = 7). Haz?n<pSn,akkoryp=1és1S§<

i n 2y 222 =2_2.1=
valamlntZS?<3revenﬁp—[p] 2[p] 2—2-1=0.Han < p < 2n, akkor
Yp=1ésp,=1-2-0=1

Osszegylijtve a becsléseket és az el6z0 tételeket felhasznalva az n > 5-re, abban az esetben,

ha van prim az |n, 2n] intervallumban:

2%n 2n 2n
2n ( n ) (2n) p

n<pszn
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Ha nincs prim az |n, 2n] intervallumban, akkor:

22n

2n 2n
2n n

Vagyis:

V2n
3

((j%) b

Ak = [\/ﬁ] = 30 esetén:

iy ) R
(mf (k + 1) /TUVEE 316 ~ \31
A k = 30 esetén:
2kr1 gk 2 S 2 2 2k
(k+2)°  (k+1)° . 1 1\ (k+1)¢ 1 116~ (k+1)¢
( +k+1) ( +ﬁ)

Ugyanis:
6

<1+i) <11°<1,34* < 2
31 ) )

Tehat [\/ Zn] > 30, azaz n = 450 esetén biztos, hogy van primszam az |n, 2n]
intervallumban. Ellen6rizhet6, hogy az |n, 2n] intervallumban 1 < n < 450 esetén is van
primszam. Biztosan j6 a kdvetkezd primszamok valamelyike. (Mindegyik kisebb, mint az

eldtte 1évo kétszerese.)

2,3,5,7,13,23,43,83,163,317,631
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Megjegyzések:
1. Csebisev tétele igy is megfogalmazhatd: Tetszbleges pozitiv n egészre: m(2n) > m(n).

2. A Csebisev tétel el6zménye volt J.L.F. Bertrand (1822-1900) francia matematikus 1845-

ben megfogalmazott sejtése: Ha n > 3 egész szdm, akkor van olyan p primszam, melyre:
n < p < 2n — 2. Altalanossagban nem tudta bizonyitani, de n < 3 - 10°-ra ellendrizte.

3. Csebisev 1850-ben bizonyitotta a kdvetkez6 allitast, amely a fenti tételénél erdsebb:

Minden n > 3 egész szamra teljesiil, hogy m(2n — 3) > mw(n).

Ezek utan nézziink meg egy becslést az n-edik primszamra. Jeldlje a pozitiv
primszamok novekvo sorozatat p; = 2,p, = 3,p3 = 5, -+, p, aZ n-edik primszam. Ha a
Csebisev tételt n helyett p,,-re alkalmazzuk, akkor a p,,1 < 2p, egyenl6tlenséget kapjuk, ami

minden pozitiv egész n-re teljesiil.

5. Tétel: Ha p,, az n-edik pozitiv primszam, akkor
1 8
gnlogz n<p,< Enlogz n

Bizonyitas: A m(x)-re kapott becslésekb6l meghatarozhatjuk p,, nagysagrendjét. Mivel

tetszéleges pozitiv n egészre m(p,) = n és p, > n, a 2. tétel alapjan n > 2 esetén:

Pn_ _ ., _Pn
log, P log, n

n=mn(p,) <5-

Tehat p,, > % ‘n - log, n. A 3. tétel alapjan:

1 py
n=npn) > 7 log; pn

Ebbdl csupan p,, < 4 - n - log, p, adédik. Erdemes a 3. tétel helyett annak bizonyitdsabol az

x = 2 valds szamra nyert w(x) > loxg;zx — 1 becslést hasznalni nagyobb x-ekre. Han > 8
2

, , 1 3 i - . 8 .
egész szam, akkor — log, n < p Nézziik a becslést x = 3 log, n esetére, aholn > 8

egeész szam.
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Eszerint:

8 8
(8 g-n-logzn—Z ) g-n-logzn—Z )
s —-n-logzn)> -1= 5 —-1=
3 logz(g-n-logzn) log,(n?)
4 1 1> +n—4> — (o)
“3 " T logyn =T T3 = TPn

fgy p,, < g-n *log, n teljesiil n > 8 esetén és érvényes 2 < n < 7 eseténis. Ha2 <n < 3,

akkor:

DPn 5 5

< =
n-log,n = 2-log,2 2
Ha4 <n < 7, akkor:

Pn__ _ 17 17
n-log,n " 4-log,4 8

Tehat igaz az allitas.

Ezt az eredményt alkalmazhatjuk primszamok reciprokdsszegeinek becslésére is. Ha k

nemnegativ egész szam, akkor az 5. tétel szerint:

2k+1 2k+1 2k+1

Z 1>3 z 1 3 z 3
P 8 - n-logzn 8 2k+1. (k+1) 16-(k+1)

n=2k41 n=2k41 n=2k+1

fgy tetszoleges N pozitiv egészre:

2N N—1 2kt N-— N
21_1 Zz 1 3 z _3 zl
n=1pn 2 k=0 2k+ p 6 k=0 6 =]
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Mivel tetszdleges K pozitiv egészre:

ZK K—-1 2k+1 K-1 2k+1

1 1

i I 2k+1 £l
j=1 k=0 j=2k+1 k=0 j=2k+1

Ezek alapjan a kovetkezd tételt kapjuk:

6. Tétel: Ha p,, az n-edik pozitiv primszam ¢és K pozitiv egész szam, akkor:

Ebbdl a tételbdl mar leolvashatd, hogy a primszamok reciprokdsszege divergens. Errdl a

kovetkez6 részben olvashatunk.
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3.3. A primszamok reciprokosszege

Ebben a fejezetben bebizonyitjuk, hogy a primszamok reciprokaibol képzett végtelen
sor divergens. Ez azt jelenti, hogy a primek reciprokai ,,]lassan” fogynak, vagyis a primek
»lassan” novekednek. Tehat a primek viszonylag ,,stirlin” helyezkednek el a pozitiv egészek
kozott. Ezzel szemben a négyzetszamok reciprokaibol képzett végtelen sor konvergens, azaz a

négyzetszamok a pozitiv egészeknek egy ,,ritka” részsorozatat alkotjak.
A tételt el6szor Euler mondta ki, ezért az 6 bizonyitasat nézziik meg. Ez a bizonyitas a

divergencia tényén kiviil azt is megmutatja, hogy

1
zg>loglogn—2 (D

psn

A tételre Erdds Pal is adott egy szellemes indirekt bizonyitast, de ennek ismertetésétol

most eltekintiink.

1. Tétel: A primszamok reciprokaibol képzett végtelen sor divergens, azaz:

Bizonyitas: A bizonyitdsnal az alabbi tételeket hasznaljuk fel:

2. Tétel:
X
1
zz>logx,hax22.
k=1
3. Tétel:
! 1_+x2+x3+ <x+a?,ha0<xs-
ogl_x—x > 3 <x+x°,ha _x_z
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4. Tétel:
L1
Z =) < 2,mindenl > 0 esetén.
k=1

Az x > 3 esetén nézzik a kovetkezd szorzatot:

_ L 1 1 1 5
a=T( +5+F+'"+p7p> @)

p<x
ahol:
prTt<x <p” 3)

Megmutatjuk, hogy
1
Ax > E (4)

Példaul x = 10 esetén:

A —(1+1+1+1+1)(1+1+1+1)(1+1+1)(1+1+1)
10— 2 22 23 4 3 32 33 5 52 7 72

Ha k < 10, akkor k kanonikus el6allitasaban csak a 2, 3, 5, 7 primek szerepelhetnek,
¢s legfeljebb akkora hatvanyon, mint amilyenen az A, egyes tényezdiben. Tehat tetszOleges

k < 10 szam egyértelmiien eléall ezen primhatvanyok szorzataként. A;,-ben a szorzast

végrehajtva minden tag alak, és tetszdleges k < 10 esetén az > tag tényle fellép. Tehat a
grehay g g . agtenyleg

11<11% minden tagja megjelenik A,,-ben, azaz:

10
Yl

k 10
k=1

Ugyanilyen gondolatmenettel az A, -nél azt kapjuk, hogy:

1
Ao (5)
k=1
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A 2. Tétel és (5) alapjan:
A, > logx (6)

Mivel A, minden tényezdje egy-egy mértani sor, dsszegezve az egyes tényezokben, és

novelve:

1
1-(3) 1
R S
- p p
Felhasznalva (6)-ot és (7)-et a kovetkezot kapjuk:

logx<l_[

p<x1_

(8)

1
p

Mivel x > 3, igy (8) mindkét oldala pozitiv, ezért attérhetiink logaritmusra:

1
loglogx < E log 1 9
1—=
pP<x )

Alkalmazva a 3. Tételt és (9)-et:

loglogx < z + Z— (10)

p<x p<x

A 4. Tétel alapjan:

X
1 1
77 < Q<2 (1)
x k=1
Végiil pedig (10) és (11) miatt:

1
— > loglogx — 2
Zp glog

p<x

Nézziink meg néhany tételt még a primszamok reciprokdsszegével kapcsolatban!
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logp

5. Tétel: A X< -, sor aszimptotikusan egyenl6 log x-szel, vagyis:
logp
Spex b
lim =1

x-o  logx
Bizonyitas: A bizonyitdsnal az alabbi tételeket hasznaljuk fel:

6. Tétel:

ogv = o =+ =]+
4 8 gp D p?
v=1 psn

Ez az n! kanonikus el6allitdsara vonatkoz6 Legendre-féle formula logaritmizalt alakja.

7. Tétel:

n

n-logn—n<Zlogv <(mn+1)-logln+1)—n
v=1
8. Tétel:
log(1+x)<«x
9. Tétel:
log k

LiG-Dn "

10. Tétel:

Zlogp <n-log4

psn
A 6. és 7. Tétel segitségével becsiiljiik feliilrél és alulrdl az alabbi sort:

Zlogp
p

psn
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Felso becslés:

n
ZIOg p([z] + [12] + ) = ZIOgv <(n+1)-logln+1)—n
p=n p p v=1
Azonban:

n+1)-logln+1)—n=n-logln+1)+logln+1) —n=

1
+n-logn+logln+1)—n=

=n-log

1
=n-log<1+;)+n-logn+log(n+1)—n (13)

A 8. Tételt az x = %—re alkalmazva:

1 1
-1 (1 —)S —=1 14
n-log +n n - (14)
Tehat (13) és (14) miatt:

n+1)-logln+1)—n<14+n-logn—n+log(n+1)

A (12) és (15) alapjan:

n n
Zlog p<[;]+[?]+---><1+n-logn—n+log(n+1)

psn

Ha a (16) bal oldalat alulrél becsiiljiik, akkor az aldbbiakat kapjuk:

Sue([)+[2] )2 Twerf]
> S tog (1) = YL S g

psn p<n p<n

A 10. Tétel és (17) felhasznalasaval:

Dotoe p([] + ] # ) 2 3 200 et
O —_ —_— s _n- —_n- O
gD p p? » g

psn psn
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A (16) és (18) alapjan n-nel végig osztva és rendezve adodik:

log(n+1 1
g( )+

logp
ZT<logn+log4—1+ (19)

psn

Vagyis ha n elég nagy, akkor (19) alapjan kapjuk a kovetkez6 dsszefiiggést:

lo
zﬂ<logn+2 (20)
psn p
Also becslés:
n
Zlogp([] [ ] )=Zlogv>n-logn—n (21)
v=1

psn

Masrészt:

XHENE >z<—>

psn

=n-zloﬂ+n ZIng( ) (22)

p<n psn

1,1 . . -
Azonban az (; +=+ ) konvergens mértani sor, €s igy:

p?

Dl (1+1+ ) N L 1 !
0 — N ces = 0 —_— — 0 _
5P T p? 8P 2 11 5P -1

n n n
p p p p

A 9. Tételt felhasznalva:

n (o)
logp log k logk
—< —< <4 24
Zp(p—l) —k(k—1) k(k—l) (24)
psn k=2

A (22), (23) és (24) miatt:

Swo(E e[l )T em e

psn psn
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A (21) és (25) egyenldtlenségeket felhasznalva és n-nel végig osztva adodik:

lo
Z$>logn—5 (26)

p<n

Végiil a (20) és (26) alapjan a kovetkezot kapjuk:

lo
Z Ep—logn <5 (27)

ps<n
Ebbdl pedig kovetkezik, hogy

logp
Spen—pt

lim

=1 2
n-o  logn (28)

11. Tétel: Létezik olyan ¢ konstans, hogy elég nagy n-re

1
——loglogn| < c.
zp g log

p<n

Bizonyitas: A bizonyitdsnal az alabbi tételeket hasznaljuk fel:

12. Tétel:
1
x —log(1+ x) < x? haO<xS§
13. Tétel:
. o
K Togk sor konvergens.
k=2
14. Tétel:

—loglogn| < c.

n
Z 1
i k-log(k + 1)

A tételt a parcialis summazés (Abel-atrendezés) segitségével bizonyitjuk.
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15. Tétel: (Abel-atrendezés) Legyenek ¢y, dy, k = 1,---,n valds szamok ¢és jeldlje s, a
k
2.4
i=1
Osszeget barmely k = 1,---,n esetén. Ekkor a

n

Z Crdg

k=1
Osszeg atrendezhetd a kdvetkezd modon:
n n
z crdi = ) (Cr — Cra1)Sk + CnSn
k=1 k=1

A Zpsn% sort rendezziik at a }.,,<p 10% sor szerint, melyr6l az 5. Tétel alapjan tudjuk, hogy

aszimptotikusan log n. Legyen

1
=) == 29
ps<n
és
1
g(n) = ZE (30)
psn

Az f(n) definicidja miatt:

0, ha k nem prim

— —1N=11
fk) = f(k = 1) —O;;Ip ,ha k = p prim

Ebbdl:

0, ha k nem prim

fa—fk-1 _ 7
logk B ;,hakzpprim
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Tehat:

O = fl=1) X fU+ D) = £

g = logk ] log(k + 1)

k=2
Most (31)-et atrendezziik f(n) szerint. Legyen
fi(n) = f(n) —logn (32)
A (27) egyenlétlenség felhasznalasaval n > n,, esetén:
i) <5 (33)

fgy (31) és (32) miatt:

N Ak +D = 1K) | K logle + 1) — log(k)
gn) = ; oglk+ 1) T kZI log(k + 1)

El6szor megvizsgaljuk a (34) jobb oldalanak masodik tagjat:

n-1

- 1
Z log(k + 1) —log(k) _ < log (1 + E) B
log(k + 1) B o log(k +1)

n 1 1
_ log(1+E>+1Og2_log(1+ﬁ)=
e log(k +1) log2 log(n+1)

1
_&log (1+3) log(n+1)  logn _
i log(k + 1) log(n+1) log(n+1)

1
- i log(k+1) log(n+1) (35)

Alkalmazzuk a 12. Tételt x = %—ra. Ekkor:

' (1+1)<1
Kk B\t TE) S ke

80

(34)



Végig oszthatunk a log(k + 1) > 0 kifejezéssel, igy az alabbit kapjuk:

log 1 +
Z k- log(k D Z log(k + 1) Z K- log(k D (36)

Felhasznalva a 13. Tételt:

" log (1 + 1) - 1
Zk-l k+D £l (k+l1c) Zkz-l kS Lk logk 37
=08 = 5 k=2 o8 k=2 8
ahol c; pozitiv konstans. Masrészt a 8. Tétel alapjan:
log 1 +
>0 38
Z k- log(k +1) Z log(k + 1) (38)
Vagyis:
log 1 +
Z k- log(k 1) Z log(k + 1) <G (39)
Igy a 14. Tétel és (39) miatt:
" log (1 + %)
_Zlog(k—+1) - IOg logn < Cy (40)
ahol ¢, pozitiv konstans. Végiil (35) és (40) alapjan elég nagy n-re:
llog (1 + 1)
N Kk loglogn| <
— log(k + 1) -
1
oz (1+7) loglogn| + | —8"_| < ¢, +1= 41
— log(k + 1) cglogn log(n+1) €2 -G (41)
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Most vizsgaljuk meg (34) jobb oldalanak els6 tagjat is (ez a hibatag), a (33)-beli n,-lal:

"ifl(k D) - [ ifl(k R AGN Z fille+1) - fi(k)
- log(k +1) L log(k + 1) = log(k +1)

n-1
_ filk+1) = fi(k) filng +2) — fi(ng + 1)
=Gt Z log(k +1) Cat log(ng + 2) +

k=n0+1

+f1(no+3)_f1(no+2)+.__+f1(n—1)_f1(n—2)+f1(n)_f1(n—1)

42
log(ny + 3) log(n — 1) logn (42)

A (42)-t parcialisan szummazva a kovetkezot kapjuk:

”ifl(k DA _ AW At D)
- loglk+1) ~ * logn log(ny +2)

1
log(n, + 2) B log(n, + 3)

+ilno+2) )+t

1 1
Thn=1) (log(n -1) B logn) (43)

fgy a (33) és a (43) miatt:

”ifl(k +1) - f(k)
£ log(k + 1)

vz 3 (i)
= log2 log?2 logv loglv+1))
v=ng+2

1 1 5
=cs+5( S ) <G = 44
s+ log(ny +2) logn s+ log(ng + 2) Ce (44)

Ahol c5 és ¢ pozitiv konstansok. Tehat (34), (41) és (44) felhasznalasaval arra az eredményre

jutunk, hogy elég nagy n-re:
|g(n) —loglogn| < ¢, (45)

Ahol:

g(n)=Z%

psn
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3.4. Modern eredmények

Nézziink meg néhany modern becslést a primszdmok szamara. Ezek élesebbek, mint
amiket korabban megismertiink. A 3.2 fejezetben szerepld 2. és 3. Tétel szerint, ha x > 2,

akkor:

3 w(x) 3
1l-=<— 4 2
log, x

Ezek a becslések gyengék ahhoz, hogy Csebisev tételét kiadjak. Az emlitett két tétel

bizonyitasabol belathato, hogy nagy x-re az alsé és fels6 becslésnél is 1ényegesen

csOkkentheto a 5> sétméga 4 is, ha ligyesebb szétvagast alkalmazunk.

1. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy adott € > 0-hoz létezik olyan x, (&) korlat, hogy x > x, (&)

esetén:

X
1-9) <nlx)<2+¢)
log, x log, x
Ebbdl még mindig nem jon ki kdzvetleniil Csebisev tétele, de a szorzok aranya a korabbi
19-rd1 a 2 kozelébe kertilt.

1. Tétel: Létezik olyan e > 1 alapszam, amelynél a logaritmusfiiggvény (1,0)-beli

érintdjének iranytangense 1.
2. Tétel: Az e szamra igaz a kovetkezd két egyenldség:

n

1 =1

e=lim(1+—) ése=Z—

n—-oo n n!
n=0

3. Tétel: A természetes (€) alapu logaritmusra igaz a kovetkezd egyenldtlenség:

logx <x-—1
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Természetes alapt logaritmusra atfogalmazva az 1. Feladatot: A € > 0 és x = x, (&) esetén:
(1 - &)(log2) —— < m(x) < (2 + £) (log 2) i
€)(log Togx m(x €)(log logx

A (log 2) kozelitd értéke 0,693. Igy elég nagy x-re a m(x) és az é hanyadosa 0,69 és 1,39

koz¢ esik.
Sejtések a w(x) kozelitésére

Gauss 1792-ben arra a sejtésre jutott, hogy f;% lehet a jo kozelités. Legendre 1798-ban

z kifejezéssel, ahol A és B
A-logx+B

kimondta azt a sejtését, hogy m(x) jol kozelithet6 az

allandok, s ezt 1808-ban mar alakban fogalmazta meg. Ha azonban legfeljebb

x
logx—1,08366

o nagysagrendi eltérést engediink meg 1 (x)-t61, akkor Legendre konkrét kozelitése és

Gauss sejtése nem fér 0ssze egymassal. Ugyanis sorfejtéssel, illetve parcialis integralassal a

X becslést adnak. Ha

fenti hibahataron beliil az — + 1,08366 - L, illetve az — +
logx log2x logx  log?x

oo nagysagrendi eltérést engediink meg, akkor nincs koztiik 1ényeges kiilonbség.

Barmelyik sejtés ezen a hibahataron beliili teljesiilésébdl kovetkezne, hogy 1étezik a

hatarérték és az értéke 1. Csebisev bebizonyitotta, hogy ha létezik a fenti hatarérték, akkor
értéke 1. A hatarérték 1étezését nem sikeriilt igazolnia. Viszont megmutatta, hogy nagy x-ekre
Legendre becslése biztosan nem lehet til pontos. Azéta kideriilt, hogy kb. 106-ig még

Legendre becslése pontosabb, de 5 - 10° felett mar Gauss kozelitése jobb.
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Az 1. Feladat allitdsanal sokkal pontosabb becslést igazolt Csebisev. Bebizonyitotta, hogy

1étezik olyan x; korlat, melyre x > x; esetén:

X X
0,92129 - —— < m(x) < 1,10556 - ——
log x log x

Legyen s > 1 valds szam. Nézziik a kdvetkezo fliggvényt:

o

O

ns
n=1

A Euler-féle szorzatel64llitas minden s > 1 esetén:

(= |—

p 1=

G.F.B. Riemann (1826-1866) német matematikus a {(s) fliiggvényt az s = 1 kivételével
minden komplex s-re értelmezte. Ez a m(x) becslésében donté hatasn észrevétel volt.
Riemann 1859. november 3-an a Berlini Akadémian tartott székfoglald eléadasanak anyaga

1860-ban jelent meg nyomtatasban. Ebben a 9 oldalas dolgozatban vazolt egy lehetdséget a

m(x) pontosabb becslésére. Eszrevételei fantasztikus hatassal voltak a matematika fejlodésére,
annak ellenére, hogy szamos bizonyitatlan felvetés szerepelt a dolgozatban. Maig sem sikeriilt

igazolni a Riemann-féle {(s) fiiggvény komplex gyokeire vonatkozd nevezetes sejtést,
miszerint 0 < Res < 1és{(s) = 0 esetén Re s = % 1986-ig ezt mar ellendrizték masfél
milliard gyokre, de teljes bizonyitdsa még nincs. Bizonyithato, hogy Riemann sejtése azzal

ekvivalens, hogy létezik olyan ¢ > 0 allandd, hogy minden x > 2 esetén:

X

w(x) —jd—tt

log
2

1
< cx2logx

Ett6] a ma ismert legjobb becslések is messze vannak. A lim m(x)x ™! log x létezésének
X—00

igazolasa is csupan 1896-ban sikeriilt.

85



Primszamtétel: Létezik az alabbi hatarérték és az értéke 1.

w(x)
x =
log x

lim

X—00

1

Ezt Riemann gondolatai alapjan bizonyitotta be egymastol fliggetleniil Hadamard
(1865-1963) francia matematikus és Poussin (1866-1962) belga matematikus. 1899-ben

Poussin azt is igazolta, hogy 1étezik olyan c; és c, pozitiv allandd, hogy minden x > 2 esetén
X

(x) J‘dt
n(x)— | —
logt

Zog

1
< cyxeC2(logx)?

Az itteni hibatag tetsz6leges fix K-ra kisebb

X / r
long-nel, ha x elég nagy.

Gyengébb, de nagy konstanst nem tartalmazé becslést adott 1962-ben J.B. Rosser és

L. Schoenfeld amerikai matematikusok. Ha n > 67 egész szam, akkor:

1<7T(n)<
logn — 5 logn — 5
snT7 2

Az 1896-ban bizonyitott primszamtételre sokaig csak fliggvénytani bizonyitasok
sziilettek. Az els6 elemi szamelméleti bizonyitast Erdds Pal és a norvég Selberg adta 1948-
ban. A primszamok analitikus eszk6zokkel valo vizsgélata az elemi becsléseknél sokkal
¢lesebb eredményeket ad, de ezek bizonyitasa nagyon nehéz eszkozoket kivannak. Ezek
meghaladjék e konyv kereteit. Ezekkel a mdodszerekkel nem csak a primszamok szamara

adhatunk becsléseket, hanem egyéb, primekhez kapcsolodé mennyiségek is jol becsiilhetdk.

A primek elméletének tobb magyar vonatkozasa is van. Vilaghirii pl. Pintz Janos

primhézagokra vonatkoz6 eredményei.
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4. Megoldatlan problémak

A primszamok a matematika egyik legegyszeriibben megadott, ugyanakkor talan a
legtitokzatosabb halmazat alkotjak. Sok olyan kérdést tehetiink fel, amit egy altaldnos iskolds
tanul6 is megért, azonban a legjobb matematikusok sem tudjak megvalaszolni. Néhany hires,
egyszeriien megfogalmazhato, de reményteleniil nehéz megoldatlan problémat vizsgalunk

meg a kovetkezd fejezetekben.

4.1. Ikerprimek

Definicié: Azokat a primeket, melyekre p és p + 2 is primszam, ikerprimeknek nevezziik.

Megoldatlan probléma, hogy véges vagy végtelen sok van-e ezekbdl. A sejtés szerint
végtelen sok ilyen primpar létezik. A 2 helyett barmilyen mas 2K paros szamra is megoldatlan,
hogy van-e végtelen sok primpar, amelyben a kiilonbség pontosan 2k. Altaldnositasképpen
primparok helyett primharmasokat, primnégyeseket, s.i.t., vizsgalhatunk. Egyszeriien
belathato, hogy n,n + 2 és n + 4 mindegyike csak n = 3 esetén primszam. Elképzelhet6,

hogy végtelen sok olyan n van, amelyre n,n + 2 és n + 6 mindharman primek, vagy
n,n + 2,n + 6 és n + 8 mindegyike primszam.

Az ikerprim probléma ugy is megfogalmazhato, hogy a szomszédos primek
kiilonbsége vajon végtelen sokszor lesz-e ,,nagyon kicsi”’. Egy masik nevezetes sejtés szerint
két egymast kdvetd négyzetszam kozott mindig taldlhatd primszam. E szerint a szomszédos

primek kiilonbsége nem ndhet ,,tal gyorsan”.

Az ikerprimek, ha végtelen sokan vannak is, mindenképpen ,,nagyon ritkan”
helyezkednek el a primszamok ko6zott. Ugyanis az ikerprimek reciprokdsszege konvergens,

mig a primeké divergens. (lasd 3.3 fejezet)
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Ikerprimek 2000-ig (61 par)

(3,5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71, 73), (101, 103), (107, 109),
(137, 139), (149, 151), (179, 181), (191, 193), (197, 199), (227, 229), (239, 241), (269, 271),
(281, 283), (311, 313), (347, 349), (419, 421), (431, 433), (461, 463), (521, 523), (569, 571),
(599, 601), (617, 619), (641, 643), (659, 661), (809, 811), (821, 823), (827, 829), (857, 859),
(881, 883), (1019, 1021), (1031, 1033), (1049, 1051), (1061, 1063), (1091, 1093), (1151
1153), (1229, 1231), (1277, 1279), (1289, 1291), (1301, 1303), (1319, 1321), (1427, 1429),
(1451, 1453), (1481, 1483), (1487, 1489), (1607, 1609), (1619, 1621), (1667, 1669), (1697
1699), (1721, 1723), (1787, 1789), (1871, 1873), (1877, 1879), (1931, 1933), (1949, 1951),

(1997, 1999)

Az els6 20 000 ikerprim az alabbi helyen megtekinthetd:

http://arnflo.se/~site files/Other/twinprimes

Ikerprim rekordok

Sorszam | Iker primek Szamjegyek | Datum
szama

1. 3756801695685 - 2666569 - 1 200700 2011. 12.
ho

2. 65516468355-2%33333 . 1 100355 20009. 08.
ho

3. 70965694293 - 2200006 - 1 60219 2016. 04.
ho

4. 66444866235 2200003 - 1 60218 2016. 04.
ho

5. 4884940623 - 2198800 . 1 59855 2015. 07.
ho

6. 2003663613 - 2195000 - 1 58711 2007.01.
ho

7. 38529154785-21732%0 - 1 52165 2014. 07.
ho

8. 194772106074315- 217190 - 1 51780 2007. 06.
ho
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http://arnflo.se/~site_files/Other/twinprimes

9. 100314512544015- 217190 - 1 51780 2006. 06.
ho

10. 16869987339975- 217190 - 1 51779 2005. 09.
ho

11. 33218925-21696%0 - 1 51090 2002. 09.
ho

12. 22835841624 -7°%21 - 1 45917 2010. 11.
ho

13. 1679081223 - 2151618 _ 1 45651 2012. 02.
ho

14. 9606632571 211515 - 1 45621 2014. 07.
ho

15. 84966861 -2140219 - 1 42219 2012. 04.
ho

16. 12378188145- 2140002 - 1 42155 2010. 12.
ho

17. 23272426305-2140001 _ ] 42155 2010. 12.
ho

18. 8151728061 -21%%7 -1 37936 2010. 05.
ho

19. 21799. 3137. 4745795814295 - 4437490043593%¢ - 35851 2013. 12.
ho

-644541865141%8-561014826899°** -
7255908427932+ 6231631157937 - 3836575195913 - 1

20. 598899 -2118%7 _ 1 35825 2010. 04.

ho
Részeredmények:

X
“ Togx)2

Viggo Brun 1915-ben bebizonyitotta, hogy X-ig az ikerprimek szama legfeljebb

alkalmas c-vel, és hogy az ikerprimek reciprokdsszege konvergal. A masik iranyban igazolta,

hogy végtelen sok olyan paratlan n szam van, hogy n és n+2 is legfeljebb 9 primszam

Szorzata.
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https://hu.wikipedia.org/wiki/Viggo_Brun
https://hu.wikipedia.org/wiki/1915
https://hu.wikipedia.org/wiki/Konvergens

1973-ban Chen igazolta, hogy van végtelen sok olyan p primszam, hogy p+2

primszam vagy két primszam szorzata.

1940-ben Erdés Pal megmutatta, hogy 1étezik olyan ¢ < 1 konstans és végtelen sok p

prim, hogy
q —p < c -Inp, ahol g a p-t kévetd primet jeldli.

Ez az eredmény mar jelentésen javult, hiszen 1986-ban Helmut Maier megmutatta,
hogy ¢ < 0,25 konstans is biztosan 1étezik. 2004-ben Daniel Goldston és Cem Yildirim
belatta, hogy a ¢ = 0,085786... konstans is megfelel a feltételeknek. Ezt 2005-ben
megjavitottak (Goldston, Pintz és Yildirim), belatva azt, hogy minden 0-nal nagyobb ¢

konstans megfelel, sot

gq—p<C-yInp(nlnp)?
is igaz végtelen sokszor alkalmas C-vel.

2013 aprilisaban Jitang Csang, a Durhamban talalhato New Hampshire-i Egyetem
professzora bebizonyitotta, hogy végtelen sok olyan primszampar létezik, amelyek
kiilonbsége kevesebb, mint 70 millid. Ez azért nagy eredmény, mert a kiilonbség véges szam.
Az MTA Rényi Intézet kutatodja, Pintz Janos akadémikus professzor elmondta: ,,a 1ényeg,
hogy végtelen sokszor valamilyen konkrét véges hatér alatt marad a szomszédos primek

kiilonbsége."
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4.2. Goldbach-sejtés

A Goldbach-sejtés, ahogyan azt a neve is mutatja, ma sem bizonyitott tétel. A sejtés

két allitast mond ki:
1. Minden 2-nél nagyobb paros szam eléallithato két primszam osszegeként.

2. Minden 5-nél nagyobb paratlan szam eldallithatd harom paratlan primszam

Osszegeként.

Goldbach ezeket 1742-ben Eulernek kiildott levelében jegyezte le. Erdekes tény, hogy
a 2. allitas kovetkezik az 1.-bél, amire Euler jott ra. Igy az elsé sejtést erés Goldbach-
sejtésnek, a masodikat gyenge Goldbach-sejtésnek nevezziik. Mivel egy paratlan szambol pl.
3-at elvéve paros szamot kapunk, €s ha ez két primszam 6sszege, akkor az eredeti paratlan

szam harom primszam Osszege.

4.3. Specialis alaka primek

Ebben a fejezetben vizsgaljuk meg a 2% + 1 és a 2 — 1 alaka primszamokat! Az
elobbieket Fermat-primeknek, az utobbiakat Mersenne-primeknek nevezziik. A mai napig

megoldatlan kérdés, hogy létezik-e végtelen sok ilyen tipusu primszam.
1. Fermat-primek

Tekintsiik a 2% + 1 alaka szdmokat, ahol k > 1. Nézziik meg az els6 nyolc koziil

melyek lesznek primek:

k=1:2'+1=3prim, k=2:22+1=5prim
k=3:2+1=9nemprim, k=4:2*+1=17prim
k=5:2>4+1=33nemprim, k=6: 2°+1=65nemprim

k=7:2"+1=129nemprim, k=8: 28+ 1= 257prim
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Definicio: Az F, = 22" + 1 alaku szamokat, ahol n > 1 Fermat-szamoknak, az ilyen alaku

primeket pedig Fermat-primeknek nevezziik.

Tétel: Ha k > 0 és 2% + 1 primszam, akkor létezik n > 0 tigy, hogy k = 2™.

Bizonyitas: Ha k = 2" - m, ahol m paratlan, akkor 2¥ + 1 = (Zzn)m + 1 oszthaté 22" +

1 — gyel. Ebbél kovetkezik, hogy 22" + 1 = 2% + 1. Vagyis m = 1.

Pierre Fermat (1601-1665) francia matematikus és fizikus egy 1640-ben irott

levelében azt sejtette, hogy az F, szdmok mindegyike prim.

AzF,=3,F, =5,F, =17,F, = 257,F, = 65537 primek. Az F = 641 - 6700417, vagyis
nem primszam. Ezt Euler igazolta 1732-ben. Ebbol kovetkezik, hogy a tétel megforditasa nem

igaz. Ezt kongruenciak tulajdonsagaival az alabbi modon bizonyithatjuk:
641 =640 +1=5-27 +1,igy 5- 27 = —1 (mod 641), ezt negyedik hatvinyra emelve:
5%-228 = 1 (mod 641). Masrészt 641 = 625 + 16 = 5* + 2%, ebb6l 2* = —5* (mod 641)
Az utdbbi két kongruenciat 6sszeszorozva:
5%-232 = —5% (mod 641)

Ha elosztjuk 5*-nel, ahol (5%,641) = 1, a kovetkezdt kapjuk:

23241 =22 41 =0 (mod 641)
Landry 1880-ban igazolta, hogy F, 6sszetett szam:

Fg = 274177 - 67280421310721
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A Fermat-primekrdl tudjuk, hogy:
1. E, Osszetett és ismert F, primtényezds felbontasa
n=>5,6,7,8 —ra ( két primtényezd)
n =9 —re ( harom primtényez0)
n =10 — re (négy primtényezd)
n =11 —re ( 6t primtényezo)

2. E, Osszetett és ismert F, legalabb egy primtényezdje, de nem ismert a teljes

felbontasa, ha

n=12,13,15,16,17,18,19, 21, 23, 25, 26, 27, 28, 29,30, 31,32,36,37,38,39,42,43, -+
3. F, Osszetett, de nem ismert F,, egyetlen primfaktora sem, ha n = 14, 20, 22, 24
4. Jelenleg 225 Fermat-szamrol tudjuk, hogy Osszetett.
5. Jelenleg 6t Fermat-primet ismeriink:

Fy=3,F, =5,F, =17,F; = 257,F, = 65537

A Fermat-primekrél nem tudjuk, hogy:

1. Az el6bb felsorolt 6t Fermat-primektdl kiilonbozoek 1éteznek-e. ( Egy sejtés szerint

nem a valasz.)
2. F, 6sszetett-e vagy sem, han = 33, 34, 35,40, 41, 44, 45, 46,47, 49,50, -+
Ujabb eredmények:
1. John Cosgrave 2003.10.10. :
3 - 22478785 4 1 osztbja Fyur979, — Nk
Ez a legnagyobb ismert dsszetett Fermat-szam.
2. M. Parcher 2005.05.15. :

2018719057 - 21162 4 1 osztbja Fy,49 — nak
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3. Asko Vuori 2005.09.29. :
6213186413 - 26%° + 1 osztbja Fgoq — nak

A Fermat-primek azért is érdekesek, mert Gauss egy nevezetes tétele szerint pontosan
azok a szabdlyos n-szogek szerkeszthetok meg korzdével és vonalzoval, amelyekre n egyenld 2

valamely hatvanyédnak ¢és kiilonb6z6 Fermat-primeknek a szorzataval.

A Fermat-szamokra vonatkoznak az alabbi eredmények:

Tétel: (E. Lucas 1877.) Han > 2 és a p primszam osztdja az F, = 22" + 1 Fermat-szamnak,
akkor p = 2™"*2 - k + 1 alak\, ahol k > 1.

Tétel: (Pepin-teszt) Az n > 1 esethen F, akkor és csak akkor prim, ha

Fp—1
372 =-1 (modE,)

2. Mersenne-primek

Tekintsiik a 2™ — 1 alaki szdmokat, ahol n > 1. Nézziik meg az els6 nyolc koziil

melyek lesznek primek:

n=1 2'—1=1nemprim
n=2: 22—-1=3 prim
n=3: 25—1="7prim
n=4: 2*—1=15nemprim
n=>5 25-1=31prim
n=6: 2°—1=63nemprim
n=7: 27 —1=127 prim

n=8: 28 —1=255nemprim
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Ha az n Gsszetett, akkor 2™ — 1 is Gsszetett szam, mert igaz a kovetkezo tétel.
Tétel: Han > 1 és 2™ — 1 primszam, akkor n primszam.

Bizonyitas: Ha n nem prim, akkor felirhaté n = a - b alakban, ahol a,b > 1.

gy 2" — 1 = (2%)? — 1 oszthat6 2% — 1-gyel, és a, b > 1 miatt 2¢ — 1 # 1, 227;—111 # 1,ami
ellentmondas. Azonban: n = 11: 21 —1 = 2047 = 23 - 89 nem prim . Tehat a tétel

megforditdsa nem igaz.

Definicié: Az M,, = 2P — 1 alakll szamokat, ahol p prim Mersenne-szamoknak nevezziik. Az

ilyen alaku primeket pedig Mersenne-primeknek.

Marin Mersenne (1588-1648) francia matematikus, minorita szerzetes volt. Fermat,
Descartes ¢s mas tudosokkal komoly tudoményos levelezést folytatott. A minél nagyobb
tokéletes szamok eldallitasanak reményében kereste az ilyen tipust primeket. Mersenne tudta,
hogy nehéz egy nagy szamroél eldonteni prim voltat. ( Ahhoz, hogy egy 15 vagy 20-jegytii

szamrol megallapitsuk prim-e, egy egész élet sem elég.)
1644-ben megadta az M,, primek listajat, ahol p < 257. Szerinte

p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 esetén kapunk M, primeket, minden més p

esetén Osszetett szam lesz.

Azonban ez p = 67 és p = 257 esetén nem igaz! T6bb mint kétszaz évig senki sem

tudta, hogy Mersenne listdja helyes-e. Az elsd hibat 1876-ban talalta meg a francia Lucas.

267

Bebizonyitotta, hogy — 1 Osszetett, de tényezOkre nem tudta felbontani.
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Végiil az amerikai Cole talalta meg 1903-ban az alabbi felbontést, miutan tobb éven

keresztiil csak ezzel a kérdéssel foglalkozott:
267 — 1 =193707721 - 761838257287

Mersenne listajaban késébb tovabbi négy hibat talaltak:

261 289 267 2257

A hianyzo6 —1,a —1,ésa — 1 is primszam, viszont a — 1 Osszetett szam.

Eddig 51 Mersenne-primet ismeriink. Ezeket az alabbi tablazat mutatja:

Sorszam | Hatvanykitevé Szamjegyek Megtalaléja Idépont
szama

1. 2 1 gborog matematikus ie. 500 koriil

2. 3 1 gborog matematikus ie. 500 kortil

3. 5 2 g0orog matematikus ie. 250 kortil

4. 7 3 gorég matematikus ie. 250 kortil

5. 13 4 ismeretlen 1456.

6. 17 6 P.A.Cataldi 1588.

7. 19 6 P.A.Cataldi 1588.

8. 31 10 L.Euler 1772.

9. 61 19 Pervusin 1883.

10. 89 27 Fauquembergue és 1911.01.
Powers

11. 107 33 Fauquembergue és 1914.06.11.
Powers

12. 127 39 E. Lucas 1876.01.10.

96




13. 521 157 Lehmer és Robinson | 1952.01.30.
14. 607 183 Lehmer és Robinson | 1952.01.30.
15. 1279 386 Lehmer és Robinson | 1952.06.25.
16. 2203 664 Lehmer és Robinson 1952.10.07.
17. 2281 687 Lehmer és Robinson | 1952.10.09.
18. 3217 969 H.Riesel 1957.09.08.
19. 4253 1281 A.Hurwitz 1961.11.03.
20. 4423 1332 A.Hurwitz 1961.11.03.
21. 9689 2917 D.B.Gillies 1963.05.11.
22. 9941 2993 D.B.Gillies 1963.05.16.
23. 11213 3376 D.B.Gillies 1963.06.02.
24. 19937 6002 B.Tuckerman 1971.03.04.
25. 21701 6533 L.C.Noll és L.Nickel | 1978.10.30.
26. 23209 6987 L.C.Noll 1979.02.09.
217. 44497 13395 H.L.Nelson és 1979.04.08.
D.Slowinski
28. 86243 25962 D.Slowinski 1982.09.25.
29. 110503 33265 W.Colquitt és 1988.01.28.
L.Welsh
30. 132049 39751 D.Slowinski 1983.09.19.
3L 216091 65050 D.Slowinski 1985.09.01.
32. 756839 227832 D.Slowinski és 1992.02.19.

P.Gage
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33. 859433 258716 D.Slowinski és 1994.01.04.
P.Gage
34. 1257787 378632 D.Slowinski és 1996.09.03.
P.Gage
35. 1398269 420921 GIMPS/ J.Armengaud | 1996.11.13.
36. 2976221 895932 GIMPS/G.Spence 1997.08.24.
37. 3021377 909526 GIMPS/R.Clarkson 1998.01.27.
38. 6972593 2098960 GIMPS/N.Hajratwala | 1999.06.01.
39. 13466917 4053946 GIMPS/M.Cameron 2001.11.14.
40. 20996011 6320430 GIMPS/ M.Shafer 2003.11.17.
41. 24036583 7235733 GIMPS/ J.Findley 2004.05.15.
42. 25964951 7816230 GIMPS/ M.Nowak 2005.02.18.
43. 30402457 9152052 GIMPS/C.Cooper és 2005.12.15.
S.Boone
44, 32582657 9808358 GIMPS/C.Cooper és 2006.09.04.
S.Boone
45, 37156667 11185272 GIMPS/H.M.Elvenich | 2008.09.06.
46. 42643801 12837064 GIMPS/O.M.Strindmo | 2009.06.04.
47. 43112609 12978189 GIMPS/E.Smith 2008.08.23.
48. 57885161 17425170 GIMPS/ C.Cooper 2013.01.25.
49. 74207281 22338618 GIMPS/C.Cooper 2016.01.07.
50. 77232917 23249425 GIMPS/Jonathan Pace | 2018.01.05.
51. 82 589 933 24 862 048 GIMPS / Patrick 2018.12.7.

Laroche

98




Jelenleg az 51. Mersenne-prim a legnagyobb ismert primszam. Az 0j legnagyobb
primszam megtalaldja, a floridai Patrick Laroche a GIMPS programot hasznalta fel Intel 15-

4590T 4C/AT (Haswell) szamitogépén.

Uj felhasznald, mert csak négy honapja latott neki a keresésnek, és szerencséje is

lehetett, mert 12 hét leforgasa utdn mar megtalalta az M82589933 szamot.

Jonathan Pace az 6tvenedik Mersenne primszam megtalaloja volt, egy évvel korabban.
A GIMPS alkalmazast annak keletkezésétdl hasznalta 14 éven at, amikor sikerrel jart. A

foglalkozasa villamos mérndk, a jutalma 3000 USD volt. Valészinilileg nem a pénz motivalta!

Nagy primek keresése:

1996-ban indult egy program, a Nagy internetes Mersenne-prim keresés (Great
Internet Mersenne Prime Search, (GIMPS), melyben ma t6bb mint 300 ezer személyi
szamitogépen fut a program. A kutatasban barki részt vehet. A GIMPS szoftver igencsak
sikeresként szerepel a primek megtalalasaban. A 220000000-1 és 2°85000000-1 kdzotti

szakaszon mar 12-t talalt meg.

A kutatas akkor fejezddik be, ha valaki megtalalja az elsd, legalabb 100 000 000
szamjegybdl all6 Mersenne-primet. A jutalma 100 000 USD.

100 000 040

10,000,000 e

Lo eon
10000

1000

1950 1960 1370 1980 pLocil 2000 sl i} 2000

Abra az adott évben ismert legnagyobb Mersenne-prim szamjegyeinek szamarol.
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A Mersenne-primek kapcsolodnak a tokéletes szamokhoz, hiszen Mersenne is ezek

kapcsan vizsgalta ezeket a primeket.

Ez a fogalom a Piithagoreusoktol szarmazik (i.e. 550 koriil), akik tokéletesnek
neveztek egy n szamot, ha n egyenld az dnmagatdl kisebb osztdinak az dsszegével. Mai

jeloléssel: a(n) = 2n.

A legkisebb tokéletes szamokat Eukleidész is ismerte (i.e. 300 koriil). Az Elemek

cimi miivében O bizonyitotta a kdvetkezo allitast:

Tétel: Ha 2% — 1 primszam, akkor n = 2%=1 - (2% — 1) tokéletes szam.

Euler kozel 2000 évvel késdbb igazolta a tétel megforditasat.

Tétel: Ha n paros tokéletes szam, akkor n = 2%~1 - (2% — 1) alaka, ahol 2% — 1 primszam.

Bizonyitas: Legyen n = 2% -m, ahol a > 1 és m paratlan.

fgy o(n) = 0(2%-m) = 6(2Y)a(m) = (2¢** — 1)o(m) és innen o(n) = 2n alapjan:
(2% — Dg(m) = 2%+ -m

Ebbdl kovetkezik, hogy (29%1 — 1) — 1 osztoja a 2%+ - m kifejezésnek.

Mivel (2¢%1 — 1,29%1) = 1, ezért 2¢*1 — 1 osztoja m-nek, vagyis m = (2471 — 1) - m,.

Ezt visszahelyettesitve:

(291 — 1)o(m) = (2%*1 — 1)2%%1 - 1m, és ebbbl: 0(m) = 2%t - m,.

Az m, és m osztoi m — nek.

m<mésm;+m=my+ Q%" —-1)-my =2%1-m; =a(m)
fgy m — nek m; — en és m — en kiviil nincs mas osztdja. Ebbol azt kapjuk, hogy:
my; = 1ésm = 2% — 1 primszam.

Tehat az a = k — 1 jeldléssel n = 2k~1 - (2% — 1), ahol 2% — 1 primszam.
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fgy n akkor és csak akkor paros tokéletes szam, han = 2+~1 - M,, alaku, ahol M,

Mersenne-prim. Nem tudjuk, hogy 1étezik-e végtelen sok Mersenne-féle primszam, igy azt
sem tudjuk, hogy van-e végtelen sok tokéletes szam. Arra a kérdésre sem ismerjiik a valaszt,

hogy létezik-e paratlan tokéletes szam.

Milyen tulajdonsédgok alapjan kereshet6k meg az M,, szamok primtényezdi és donthetd
el, hogy M,, prim vagy sem? A Mersenne-szamok lehetséges prim tényezdire vonatkoznak az

alabbi tételek.
Tétel: Legyen p > 2 primszam! Ekkor M,, barmely pozitiv osztoja egyszerre
2kp + 1 és 8r + 1 alaka.

Példa: Legyen p = 47. EKkor M, = 27 — 1 tetszdleges q primosztoja 94k + 1, illetve
8r + 1 alakl. Az igy adodo

x =1 (mod94),és x = +1 (mod 8)
szimultan kongruencia rendszereket megoldva:
x =1és95 (mod 376)
Az ilyen alaku primek: g = 1129,1223, 2351, -
Ezek koziil 2351 osztéja My, — nek, tehat M,, Osszetett.

Lehetséges, hogy Mersenne is ismerte M, — nek ezt a primosztdjat €s ezért tudatosan hagyta

kiap = 47 értéket a listajarol.

Bizonyitas: A Fermat-szdmokhoz hasonldan elég az allitast primosztokra igazolni. Tegyiik

fel, hogy a q primre teljesiil: q osztdja 2P — 1 — nek, vagyis 2P = 1 (mod q).

Ekkor o, (2) osztoja p-nek, tovabba o, (2) # 1, tehit o,(2) = p. Innen kapjuk, hogy p

osztéja q — 1 — nek,azaz q = tp + 1 alaka. Mivel q és p paratlan, ezért t paros vagyis

q = 2kp + 1 alaku.
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A q = 8r % 1 allitashoz azt kell igazolni, hogy a 2 kvadratikus maradék mod q. Ez a
2P =1 (mod q) kongruenciabol p paratlansaganak és a Legendre-szimbolum

tulajdonsagainak felhasznalasaval az alabbi médon adodik:

(q) (q) ( q ) (q)
Tétel: (Lucas-Lehlner-teszt)

Legyen p > 2 prim, tovdbbd a; = 4 és a;,, = a’ — 2,ha i > 1. EKkor M,, pontosan akkor

prim, ha M,, osztoja a,_; — nek. (D

Példa: Legyen p = 5. EKkor:

a, =4, a, =14, a; =194 =8 (mod 31) és a, = 62 =0 (mod 31), tehat
Ms = 31 prim.

Az (1) feltétel teljesiilésének ellendrzésekor elég az a;-knek csak a modulo M,, vett
maradé¢kat kiszamitani, 6sszesen p — 2 ~ log, M, négyzetre emelési, valamint kivondsi €s

redukcids 1épést kell végrehajtani.

4.4. Primképletek

Az elmult évszazadokban, s6t még napjainkban is vannak akik keresik a primszamokat
eldallito képletet. Megadhato-e olyan képlet, amely minden n-re eldallitja az n-edik
primszamot? Van-e olyan (a természetes szamokon értelmezett), a gyakorlatban is
kiszamithato fiiggvény, amelynek minden helyettesitési értéke primszdm? Vizsgéljuk meg a

kérdést! Altaldnos vélekedés szerint ilyen képletre nincs remény.

Fermat azt sejtette, hogy a 22" + 1 alakt szamok tetszOleges k természetes szam

esetén primszamok. Ha k = 0,1,2,3,4, akkor tényleg primet kapunk. Ezek:

3,5,17,257,65537
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Azonban Euler megmutatta, hogy k = 5 esetén 232 + 1 = 4 294 967 297 = 641 - 6 700417
mar nem prim. A mai napig egyetlen primet sem talaltak, pedig tovabbi 40 Fermat-szamot

vizsgaltak szamitogépek segitségével.

Euler észrevette, hogy az n? + n + 41 minden 0 < n < 39 esetén primszamot ad. (Az

n = 40-re mar Osszetett szam lesz.) Ebbdl azonnal adodik, hogy:
(n—40)2 + (n —40) + 41 = n? — 79n + 1610

minden 0 < n < 79 természetes szam esetén primszam. Ha racionalis egyiitthatos

polinomokat is megengediink, akkor akdrmilyen hosszu ilyen primsorozatot tudunk gyartani.

Tétel: Legyen K tetszéleges pozitiv egész. Ekkor van olyan f racionalis egyiitthats polinom,

amelyre barmely 1 < i < k esetén f (i) éppen az i-edik primszam.

Azonban egy nem konstans polinom biztosan nem lehet primképlet, mert nem vehet fel

minden egész helyen primet. Ugyanis igaz a kovetkezd két tétel.
Tétel: Egy nem konstans polinom nem veheti fel a 0 értéket végtelen sokszor.

Bizonyitas: A masod-és magasabb foku polinomokra is teljesiil, hogy ha valamely x, helyen
gyoke van, akkor kiemelhet6 bel6le egy (x — x) szorzotényezé. Ezért egy n-edfoku polinom
legfeljebb n darab els6fokt tényez6 szorzatara bonthato, vagyis legfeljebb n darab gyoke
lehet. Tehat legfeljebb n helyen veheti fel a 0 fliggvényértéket.

Kovetkezmény: Egy nem konstans polinom egyetlen fliggvényértéket sem vehet fel végtelen

sokszor.

Tétel: Nincs olyan egész egyiitthatds, nem konstans polinom, amely minden természetes

szam helyen prim értéket vesz fel.
Bizonyitas: Tekintsiik az f(x) = a,x™ + a,_1x"" 1 + --- + a;x + a, polinomot, ahol az
ay, aq, Ay, -+, Ay egyiitthatok egész szamok.

Ha ay = 0, akkor tetsz6leges n-re az x = n helyen felvett helyettesitési érték oszthatd

n-nel, igy ha példaul n dsszetett szam, akkor a helyettesitési sem lehet prim.
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Ha a, # 0, akkor vizsgaljuk meg, hogy milyen értékeket vehet fel a polinom az

x = 0,|agl,12a,l, |3ayl, --- helyeken. Nyilvan az 6sszes ilyen helyen oszthato lesz a

helyettesitési érték a,-val. Egy ay-val oszthatd szam csak ugy lehet primszam, ha vagy

layg| = 1, vagy a, maga ennek a primnek asszocialtja. Az, hogy a fenti helyek mindegyikén
ugyanannak a primnek az asszocialtja legyen a helyettesitési érték, nem lehetséges, hiszen egy

polinom nem veheti fel végtelen sokszor ugyanazt az értéket.

Ha a, = 1, akkor példaul az x = 0 helyen nem lesz prim a helyettesitési érték.
Ugyanis f(0) = a,, ami most 1, és az 1 nem primszam. Vagyis a fenti polinom semmilyen

esetben sem vehet fel csak prim értékeket. Tehat igaz az allitas.

Most nézziink meg harom olyan eredményt, amelyek elméleti szempontbdl jelentdsek,

de a gyakorlati kiszamithat6sag kovetelményének nem felelnek meg.

1. Legyen

c= Z p"n =0,000200000000000300 ---
102?

azaz c egy olyan tizedes tort, amelyben sorra a primek tizes szdmrendszerbeli alakjat irjuk le,
amelyeket megfelelé szamu 0-val valasztunk el, hogy ,,biztosa ne érjenek egymasba”. Ekkor

teljestil a kovetkezd egyenldség:
n n n-1 n-1
pn = [102" | - 102" [107 (]

2. Létezik olyan a > 1 valos szadm, amelyre a kdvetkezd formula minden n pozitiv egész

esetén primszam:
[«*"]
Megjegyzés: A fenti két allitasban a sarkos zardjel a szdm egészrészét jelenti.

3. Meglep6 a kovetkez6 eredmény is. Megadhato olyan tobbvaltozos egész egylitthatos
polinom, amelynek a valtozok nemnegativ értékein felvett pozitiv helyettesitési értékei

megegyeznek a primszamok halmazaval.

104



Ez a polinom ugyanazt a primet tobb helyen is felveheti, illetve negativ érté¢keket is
felvesz. Ilyen polinom 1étezését el6szor Matijaszevics igazolta 1970-ben. Ekkor oldotta meg
Hilbert tizedik problémajat. Bebizonyitotta, hogy nem létezik olyan altalanos algoritmus,
amely barmely Diofantoszi egyenlet esetén eldonti, hogy van-e megoldasa vagy sem.
Modszerébdl egyuttal a fent jelzett polinom 1étezése is kidertilt. Az ilyen polinomokra

vonatkozo jelenlegi rekord: Ha a minimalis valtozoszam 10, akkor a fokszam kb. 1,6 - 104>,

4.5. Primekbol allo szamtani sorozatok

A matematikusokat tobb mint kétszaz éve foglalkoztatja, hany tagbol allhat egy
primszamokbol 4ll6 szamtani sorozat, és hany ilyen sorozat 1étezik. Van-e tetszélegesen
hosszt, primekbdl 4116 szdmtani sorozat? A szdmelmélet e nevezetes sejtése tulajdonképpen
egyik matematikus nevéhez sem flizodik. Feltehetéen mar Joseph Louis Lagrange és Edward
Waring felvetette 1770-ben, amikor azt vizsgaltak, egy n hosszusagu, primszamokbal allo

szamtani sorozat differencidja mekkora lehet.

1939-ben a holland matematikus, Johannes van der Corput és Theodor Estermann
bebizonyitotta, hogy haromtagu, primszamokbol 4116 szdmtani sorozatbol, mint példaul a 3, 5,
7 vagy a 47, 53, 59, végtelen szamu 1étezik. A tovabblépés csak 1981-ben sikeriilt Roger
Heart-Brown matematikusnak. O igazolta, hogy van végtelen sok négytagli szamtani sorozat,

amiben van harom primszam és a negyedik tagja legfeljebb két primszam szorzata. 1992-ben

Balog Antal bebizonyitotta, hogy minden k-ra van k darab primszam, py, -+, px, hogy @

atlagok, ahol 1 < i < j < k, kiilonb6z6 primszamok. E tételbdl és abbdl, hogy minden n >
3,n # 6 értékre van két ortogonalis latin négyzet, mar kovetkezik, hogy minden n > 3 esetén

1étezik kiilonb6zo primekbdl allo nxn-es blivos négyzet.

Am, hogy tetszéleges szamu tagbol allhat egy ilyen sorozat, és végtelen szamu sorozat
1étezik minden tetszéleges szamubol, azt 2004-ben sikeriilt Ben Green (University of British
Columbia, Vancouver) és Terence Tao (University of California, Los Angeles)

matematikusoknak bizonyitaniuk.
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Tétel: Minden olyan primszamokbol allo A halmaz tartalmaz tetszéleges hosszusaga
szamtani sorozatot, aminek pozitiv a relativ stirlisége, azaz
infA(x)
m AL

li

w0

ahol A(x) az A halmaz x-nél kisebb tagjainak a szama, w(x) pedig a primek szama x-ig.

A tételt 2006-ban Tao és Tamar Ziegler kiterjesztette polinom-érték kiilonbségli
sorozatokra. Bebizonyitottak, hogy ha p; (x), -+, pr (x) egész egylitthatds, nulla konstans
taggal rendelkez6 polinomok, akkor van végtelen sok olyan egész (a, b) szampar, hogy a +

p1(b), -+, a + py(b) valamennyien primek.
2007-ben Tao igazolta a Gauss-primekre a kovetkez6 allitast:

Ha by, -+ by, Gauss-egészek, akkor 1étezik r pozitiv egész szam és a Gauss-egész, hogy a +

rby, -+, a + rby valamennyien Gauss-primek.

A 2004-es tétel 49 oldalas bizonyitasa sajnos olyan értelemben nem konstruktiv, hogy
csupan a létezését bizonyitja a tetszéleges szamu primszambol 4ll6 szdmtani sorozatoknak,
illetve hogy ezekbdl végtelen szamu lehet, olyan formulat nem ad az érdekl6ddk kezébe,
amellyel ezek a sorozatok megjdsolhatok. Ez a kutatasi teriilet még nyitott a nagy szamok

kedveldi elott.

Egy hiivelykujjszaballyal azonban tudunk segitséget nytjtani azoknak, akik primszadm-
sorozatokat akarnak eldéllitani. Biztosan allithatjuk, hogy ha hat elembdl 4ll6 sorozatot
szeretnénk, akkor a tagok kozatti kiilonbség legalabb 30 vagy sokszorosa. A 30 a 6-nal kisebb
primszamok (1, 2, 3, 5) szorzatabol all 6ssze. Ha 15-tagbdl all6 sorozatot szeretnénk, akkor a

tagok kozotti kiilonbség legalabb 2x3x5x7x11x13 =30 030.

A k> 3 egész szamokra, egy AP-k olyan sorozat, ami k primszamot tartalmaz egy
szamtani sorozat részeként. Az AP-k felirhato a-n + b alaka k db primszamként, fix a (ez a
sorozat kiilonbsége) és b egészekre, k egymast kovetd n egész értékre. Az AP-k-t altalaban
n =0 — (k — 1) kozotti értékekkel adjak meg. Ez tigy érhet6 el, ha b az els6 prim a szamtani

sorozatban.
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Ha egy AP-k nem a k primszammal kezd6dik, akkor a sorozat kiilonbsége a
k# =2-3-5-...] primorialis tObbszordse, ahol j a legnagyobb prim <Kk.

Bizonyitas: Legyen AP-k a-n + b, k egymast kovetd n értékre. Ha a p prim nem
osztoja a-nak, akkor a modularis aritmetika szerint p a szamtani sorozat minden p-edik elemét
osztani fogja. Ha az AP k egymast kovet6 értéke primszam, akkor az a-nak oszthatonak kell

lennie az 6sszes p < K primszammal.

Az elébbiekbdl az is kdvetkezik, hogy az a kiilonbségli AP nem tartalmazhat tobb

egymast kovetd primet, mint a legkisebb, a-t nem oszt6 prim szamértéke.

Ha k primszam, akkor az AP-k kezd6dhet k-val, és a sorozat kiilonbsége elég, ha
(k—1)# tobbszorose k# helyett. Megfigyelhet6 az AP-3 a {3, 5, 7} primekkel és 2# =2
kiilonbséggel, vagy az AP-5 {5, 11, 17, 23, 29} és 4# = 6 kiilonbséggel. A sejtések szerint
ilyen példak minden K primszamra hozhatok. Jelenleg (2016) a legnagyobb prim, amire ezt
sikeriilt igazolni a k =19, a kovetkez6 AP-19-re, amit Wojciech Izykowski talalt meg 2013-
ban:

19 +4244193265542951705-17#:n, ahol n = 0 — 18.

Igaznak vélt sejtésekbdl, mint a Dickson-sejtés és az els6 Hardy-Littlewood-sejtés
kovetkezik, hogy ha p > 2 a legkisebb primszam, ami nem osztja a-t, akkor végtelen sok a
kiilonbségli AP-(p—1) 1étezik. Példaul 5 a legkisebb prim, ami nem osztdja a 6-nak, ezért arra
szamitunk, hogy végtelen sok 6 kiilonbségii AP-4-et taladlunk (szexi prim-négyesek). Az a = 2,
p = 3 kiadja az ikerprim-sejtést, az "AP-2" 2 primre (b, b + 2).

A legnagyobb ismert primek szamtani sorozatban

A (g primszam esetén, g# jelolje a 2-3-5-7-...-( primorialist.

Jelenleg (2016.) a leghosszabb ismert AP-k koziil a legnagyobb egy AP-26, amit 2015.
februar 19-én talalt Bryan Little. Ez a negyedik ismert AP-26:

161004359399459161 + 47715109-23#:n, ahol n = 0 — 25. (23# = 223092870)
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A harmadik ismert AP-26-ot Bryan Little talalta 2014. februar 23-4an:
136926916457315893 + 44121555-23#-n, ahol n = 0 — 25. (23# = 223092870)

A masodik ismert AP-26-ot James Fry talalta meg 2012. méarcius 16-an:
3486107472997423 + 1666981-23#-n, ahol n = 0 — 25. (23# = 223092870)

Az els6 ismert AP-26-ot 2010. aprilis 12-én Benoat Perichon talalta:
43142746595714191 + 23681770-23#-n, ahol n = 0 — 25. (23# = 223092870)

Korabban a rekord egy 2008. majus 17-én Raanan Chermoni és Jaroslaw Wroblewski altal

megtalalt AP-25 volt:
6171054912832631 + 366384-23#-n, ahol n = 0 — 24. (23# = 223092870)

A korabbi rekord egy Jaroslaw Wroblewski altal 2007. januar 18-an megtalalt AP-24 volt:
468395662504823 + 205619-23#-n, ahol n = 0 — 23.

A kovetkez6 tablazat megmutatja a legnagyobb ismert AP-k-kat a felfedezési éviikkel
¢s a zard prim szamjegyeinek szamaval. Vegyiik észre, hogy a legnagyobb ismert AP-k lehet
egy AP-(k+1) vége is. Egyes csucstartok eldszor kiszamolnak fix p-vel nagyszamu c-p#+1
alakl primszamot, majd a primet ad6 c értékek kozott keresnek szdmtani sorozatokat. Ez

lathato egyes rekordok formajabol is. A kifejezés konnyen atirhato a-n + b alakra.

Legnagyobb ismert AP-k (2016.)

k Primekn=0-k-1 Szamjegyek Ev  Felfedezd
1 257885161 4 427.n -1 17425170 2013 GIMPS, Curtis Cooper
GIMPS, Edson Smith, Curtis
2 243112609 + (257885161 _ 243112609)_n -1 17425170 2013
Cooper

David Broadhurst, Ernst
3 (483590093385 + 1367824406910-n)-21290000 _ 1 388342 2015 Fluttert, Randall Scalise,

PrimeGrid
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1631979959-22°0% 4 (164196977-280000 —
4 24092 2010 David Broadhurst
1631979959-22%000).p — 1

5 (43728051 +18797279:n)-16267# - 1 7026 2015 Serge Batalov

6 (234043271 +481789017-(n + 1))-7001# + 1 3019 2012 Ken Davis

7 (234043271 +481789017-n)-7001# + 1 3019 2012 Ken Davis

8 (452558752 +359463429:-n)-2459%# + 1 1057 2009 Ken Davis

9 (65502205462 + 6317280828:n)-2371# + 1 1014 2012 Ken Davis, Paul Underwood

10 (3186700865 + 61959394-(n + 1))-653# + 1 283 2010 Ken Davis

11 (3186700865 + 61959394:n)-653# + 1 283 2010 Ken Davis

12 (1366899295 + 54290654:n)-401# + 1 173 2006 Jeff Anderson-Lee

13 (1296982250 + 14976848-n)-191#+1 85 2010 Mike Oakes

14 (145978014 +25313115:n)-157# + 1 71 2009 Mike Oakes

15 (237375311 + 118560155-n)-109# + 1 54 2009 Mike Oakes
442604220336549402080078796974991691613909 +

16 42 2014 Jaroslaw Wroblewski
103#-(n + 1)
442604220336549402080078796974991691613909 +

17 42 2014 Jaroslaw Wroblewski
103#:n

18 10%°+999 + 1806448944300798320195-19#-(n - 1) 30 2014 Jaroslaw Wroblewski

19 10%+999 + 1806448944300798320195-194-(n - 2) 30 2014 Jaroslaw Wroblewski

20 3533531731191494525351461 + 61#:n 25 2014 Jaroslaw Wroblewski

21 5547796991585989797641 + 29#:n 22 2014 Jaroslaw Wroblewski

22 22231637631603420833 + 8-:41#:(n + 1) 20 2014 Jaroslaw Wroblewski

23 22231637631603420833 + 8-41#:n 20 2014 Jaroslaw Wroblewski

24 161004359399459161 + 47715109-23#:-(n + 2) 18 2015 Bryan Little

25 161004359399459161 + 47715109-23#:-(n + 1) 18 2015 Bryan Little

26 161004359399459161 + 47715109-23#:n 18 2015 Bryan Little

Az egymast koveté primekbdél allé szamtani sorozat (Consecutive primes in
arithmetic progression, CPAP) legalabb harom egymast kovetd primet jelent, melyek egy
szamtani sorozat egymast kdveto tagjai. Az AP-k-tol eltéréen a sorozat tagjai kozott 1évo
valamennyi szamnak Gsszetettnek kell lennie. Példaul az AP-3 {3, 7, 11} nem CPAP, mert a

kozéjiik es6 5 primszam.
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Egy k > 3 egész szamhoz tartoz6 CPAP-k k db egymast kdvetd primszamot jelent,
melyek egy szamtani sorozat egymast kovetd elemei. Sejtések szerint 1étezik tetszélegesen
hosszii CPAP — ebbdl az kovetkezik, hogy végtelen sok CPAP-k 1étezik barmely k-ra. A
CPAP-3 kozEéps6 primszamat kiegyensulyozott primnek is nevezik. A legnagyobb ismert

ilyen prim 10 546 szamjeggyel irhato le.

Az els6 ismert CPAP-10-et 1998-ban talalta Manfred Toplic. Ez a CPAP-10 a
lehetséges legkisebb kiilonbségii volt: 7# = 210. A masik ismert CPAP-10-et 2009-ben
talaltak meg.

Ha létezik CPAP-11, a sorozat kiilonbségének 11# = 2310-nek vagy ennek
tobbszordsének kell lennie. A 11 primszam els6 és utolsé tagja kozti kiilonbség tehat 23 100
(vagy ennek tobbszordse). Az a kdvetelmény, hogy a 11 primszam kozott legalabb 23 090
Osszetett szam legyen, rendkiviili médon megneheziti egy CPAP-11 megtalalasat. Dubner és
Zimmermann becslése szerint legalabb 10'2-szer olyan nehéz, mint amilyen a CPAP-10

megtalalasa volt.

A kovetkez0 tablazat megmutatja a legnagyobb ismert, egymast kdvetd K primszambol

allo szamtani sorozatokat, kK = 3-10 esetekre:

Legnagyobb ismert CPAP-k (2016.)
k Primekn=0-k-1 Szamjegyek Ev Felfedezd
3 1213266377 - 235000 — 1 + 2430n 10546 2014 David Broadhurst

62037039993 - 7001# + 7811555723 +
4 3021 2013 David Broadhurst
30n

406463527990 - 2801# + 1633050283

5 1209 2013 David Broadhurst

+ 30n

44770344615 - 8594 + 1204600427 + Jens Kruse Andersen, Jim
6 370 2003

30n Fougeron
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7 4785544287883 - 613# + x253 + 210n 266 2007 Jens Kruse Andersen

8 10097274767216 - 250# + x99 + 210n 112 2003 Jens Kruse Andersen
73577019188277 - 1994:227:229 + xs7 Hans Rosenthal, Jens Kruse

9 101 2005
+210n Andersen

10 1180477472752474 - 193# + x77 + 210n 93 2008 Manfred Toplic, CP10 project

Xd egy d-szamjegyli szam, amire azért volt sziikség, hogy a primszamok kozotti 6sszetett

szamoknak legyen megfelel6 mennyiségii kis primtényezdje.

X77 = 54538241683887582 668189703590110659057865934 764
604873840781923513421103495579

Xg7 = 279872509634587186332039135 414046330728180994209092523040
703520843811319320930380677867

X99 = 158794709 618074229409987416174386945728 371523590452459863667791687440
944143462160821328735143564091

X253 = 1617599298905 320471304802538356587398499979
836255156671030473751281181199 911312259550734373874520536148
519300924327947507674746679858 816780182478724431966587843672
408773388445788142740274329621 811879827349575247851843514012
399313201211101277175684636727
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5. Erdekességek

e rers

crer

szamjegybdl all6 primszamot 3 masodperc alatt! Példaul ezt:

82818079787776757473727170696867666564636261605958575655545352515049484746
45444342414039383736353433323130292827262524232221201918171615141312111098
7654321

Sikertilt memorizalnia? Nem? Segitek!

8281807978777675747372717069 6867666564 6362616059 585756555453
52515049 48 47 46 45 44 43 42 41 40 39 38 37 36 3534 33 32 31 30 29 28 27 26 25 24 23
22212019181716151413121110987654321

Ha 82-t61 visszafelé leirjuk a szamjegyeket 1-ig, akkor egy primszamot kapunk. Ugye,

hogy egyszerti!
Primszam rekordok idérendben
(1456 eldtt nincs irasos bizonyiték)
Sorszam | Szamjegyek szama | Felfedezés Felfedezo
éve
1. 4 1456 Névtelen
2. 6 1588 Pietro Cataldi
3. 10 1772 Leonhard Euler
4. 14 1855 Thomas Clausen
5. 39 1876 Edouard Lucas
6. 44 1951 Aimé¢ Ferrier
(mechanikus szamologép)
7. 79 1951 Miller és Wheeler
(Cambridge EDSAC szamitogép)
8. 687 1952 Névtelen
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9. 969 1957 Névtelen

10. 1332 1961 Névtelen

11. 3376 1963 Névtelen

12. 6 002 1971 Bryant Tuckerman

13. 6 533 1978 Laura A. Nickel és Landon Curt Noll

14. 13 395 1979 David Slowinski és Harry L. Nelson

15. 25 962 1982 David Slowinski

16. 39751 1983 David Slowinski

17. 65 050 1985 David Slowinski

18. 65 087 1989 "Amdahl Six" csoport: John Brown,
Landon Curt Noll , BK Parady, Gene
Ward Smith, Joel F. Smith, Sergio E.
Zarantonello. A legnagyobb nem
Mersenne-tipusi primszam.

19. 227 832 1992 David Slowinski és Paul Gage

20. 258 716 1994 David Slowinski és Paul Gage

21. 378 632 1996 David Slowinski és Paul Gage

22. 420 921 1996 GIMPS, Joel Armengaud

23. 895 932 1997 GIMPS, Gordon Spence

24. 909 526 1998 GIMPS, Roland Clarkson

25. 2 098 960 1999 GIMPS, Nayan Hajratwala

26. 4 053 946 2001 GIMPS, Michael Cameron

27. 6 320 430 2003 GIMPS, Michael Shafer

28. 7235733 2004 GIMPS, Josh Findley

29. 7816 230 2005 GIMPS, Martin Nowak

30. 9 152 052 2005 GIMPS, Curtis Cooper és Steven Boone

31. 9 808 358 2006 GIMPS, Curtis Cooper és Steven Boone

32. 12 978 189 2008 GIMPS, Edson Smith

33. 17 425 170 2013 GIMPS, Curtis Cooper

34. 22 338 618 2016 GIM PS, Curtis Cooper

35. 23 249 425 2017 GIMPS, Jonathan Pace

36. 24 862 048 2018 GIMPS, Patrick Laroche
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A husz legnagyobb ismert primszam 2020-ban

Helyezés A szam A felfedezés A szamjegyek
idopontja szama
1. 282589933 _ 1 2018.12.07. 24 862 048
2. 277232917 _ 1 2017.12.26. 23 249 425
3. 274207281 _ q 2016.01.07. 22 338 618
4, 257885161 _ q 2013.01.25. 17 425170
o. 243112609 _ 9 2008.08.23. 12 978 189
6. 242643801 _q 2009.06.04. 12 837 064
7. 237156667 _ 1 2008.09.06. 11185 272
8. 232582657 _ 1 2006.09.04. 9 808 358
9. 10223 - 231172165 4 1 2016.10.31. 9383761
10. 230402457 _ 9 2005.12.15. 9152 052
11. 225964951 _ 1 2005.02.18. 7 816 230
12. 224036583 _ 1 2004.05.15. 7235733
13. 220996011 _ 1 2003.11.17. 6 320 430
14. 10590941048576 4 1 2018.10.31. 6 317 602
15. 9194441048576 4 1 2017.08.29. 6 253 210
16. 168451 - 219375200 4 1 2017.09.17. 5832522
17. 1234471048576 _ 123447524288 4 1 | 2017.02.23. 5338 805
18. 7 - 65772401 4 1 2019.09.09. 5269 954
19. 8508301 - 217016603 _ 1 2018.03.21. 5122515
20. 6962 - 312863120 _ 1 2020.02.29. 4 269 952
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5.1. Kiilonb6z06 tipusu primek

1. Bali-Stein primparok

Olyan primszam-parok, melyeknek 2-es szamrendszerbeli alakjan elvégezve a XOR
miuveletet, 2 valamely hatvanyat kapjuk. Mas szavakkal a két prim kiilonbségének eredménye

2 valamely hatvanya.

(2-3); (3-7); (3-11); (3-19); (3-67); (17-19); (19-83); (83-2131); (101-613); (191-2239); (223-
479); (577-1601); (719-2767); (839-2887); (1259-3307); (1301-1303); (1511-3559); (1997-
2029); (2389-3413)...

2. Balogh-primparok

Az olyan harom egymast kdvetd iker primpart, melyek kdzott csak dsszetett szamok

vannak, Balogh-primparoknak neveziink.

(2-3;5-7;11-13); (5-7:11-13;17-19); (179-181:191-193;197-199): (3359-3361;3371-
3373;3389-3301); (4217-4219:4229-4231;4241-4243); (6761-6763;6779-6781;6791-6793)...

3. Balrdl csonkolhaté primek

Az olyan primszédmot nevezziik balrdl csonkolhatonak, amelynek (tizes

szamrendszerben) balrol elhagyva a kezd6 szamjegyeit mindig primet kapunk.

2:3:5:7;13; 17; 23; 37; 43; 47; 53; 67; 73; 83; 97; 113; 137; 167; 173; 197; 223; 283; 313;
317; 337; 347; 353; 367; 373; 383; 397; 443; 467; 523; 547: 613; 617; 643; 647; 653; 673;
683...

4. Bell-primek

Olyan Bell-szamok, amelyek primek. 2; 5; 877; 27644437,
35742549198872617291353508656626642567;
359334085968622831041960188598043661065388726959079837

115


https://hu.wikipedia.org/wiki/Bell-sz%C3%A1m

5. Biztonsagos primek

Ahol ap és (p-1) / 2 egyarant primek.

5:7:11; 23; 47; 59; 83; 107; 167; 179; 227; 263; 347; 359; 383; 467; 479; 503; 563; 587;
719; 839; 863; 887; 983; 1019; 1187; 1283; 1307; 1319; 1367; 1439; 1487; 1523; 1619; 1823;
1907

6. Boldog primek

Olyan boldog szamok, amelyek primek is.

7:13:19; 23; 31; 79; 97; 103; 109; 139; 167; 193; 239; 263; 293; 313; 331; 367; 379; 383:
397; 409; 487; 563; 617; 653; 673; 683; 709; 739; 761; 863; 881; 907; 937; 1009; 1033; 1039;
1093

7. Chen-primek

p prim és p + 2 vagy prim vagy félprim, azaz két primszam szorzata.

2:3:5:7:11;13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 47; 53; 59; 67; 71; 83; 89; 101; 107; 109; 113;
127; 131; 137; 139; 149; 157; 167; 179; 181; 191; 197; 199; 211; 227; 233; 239:; 251; 257;
263; 269

8. Csillagprimek

6n(n - 1) + 1 alaka primszamok.

13; 37; 73; 181, 337; 433; 541; 661; 937; 1093; 2053; 2281; 2521; 3037; 3313; 5581; 5958;
6337; 6733; 7561; 7993; 8893; 10333; 10837; 11353; 12421; 12973; 13537; 15913; 18481

9. Csupa 1 primek

Olyan primek, amelyek (tizes szamrendszerben) csak az 1-es szdmjegyet tartalmazzak.

11;11111111111111111172; 11111111111111111111111

A kovetkezonek 317, az azt kovetonek pedig 1031 szdmjegye van.

116


https://hu.wikipedia.org/wiki/Boldog_sz%C3%A1m
https://hu.wikipedia.org/wiki/F%C3%A9lpr%C3%ADmek

10. Dupla Mersenne-primek

Olyan 2*~D — 1 alaki prim, ahol p is prim.
7,127, 2147483647; 170141183460469231731687303715884105727
11. Eisenstein-primek

Olyan irreducibilis elemek a Gauss-egészek korében, amelyeknek az imaginarius része

nulla.

2:5:11;17; 23; 29:; 41; 47; 53; 59; 71; 83; 89; 101; 107; 113; 131; 137; 149:; 167; 173; 179;
191; 197; 227; 233; 239; 251; 257; 263; 269; 281; 293; 311; 317; 347; 353; 359; 383; 389;
401

12. Erdés-primek
Olyan primszadmok, amelyek szamjegyei 0sszege is prim.
2;3;5;7; 11, 23; 29; 41, 43; 47, 61, 67; 83; 89
13. Euklideszi primek
Primek, melyek Eukleidész-féle szamok.
2;3; 7, 31; 211, 2311; 200560490131
14. Faktorialis primek
n!' —1 vagy n! + 1 alaka primszamok.

2;3;5;7;23; 719; 5039; 39916801; 479001599; 87178291199;
10888869450418352160768000001; 265252859812191058636308479999999;
263130836933693530167218012159999999; 8683317618811886495518194401279999999
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15. Fermat-primek
Olyan primek, melyek Fermat-szamok, tehat 22" + 1 alak( primszamok.
3; 5; 17; 257; 65537
Csak ezek a Fermat-primek ismertek.
16. Fibonacci-primek
Primek a Fibonacci-sorozatban: Fo = 0; F1 = 1; Fn = Fn1 + Fn.

2; 3; 5; 13; 89; 233; 1597, 28657; 514229; 433494437, 2971215073; 99194853094755497,
1066340417491710595814572169; 19134702400093278081449423917

17. Gauss-primek
A Gauss-egészek prim elemei (4n + 3 alaku primek).

3:7:11;19; 23; 31; 43; 47; 59: 67; 71; 79; 83; 103; 107; 127; 131; 139; 151; 163; 167; 179;
191; 199; 211; 223; 227; 239; 251; 263; 271; 283; 307; 311; 331; 347; 359:; 367; 379; 383;
419; 431: 439; 443; 463; 467; 479; 487:; 491; 499; 503

18. Genocchi-primek

Az egyetlen pozitiv Genocchi-prim a 17.
19. Ikerprimek

A (p; p + 2) prim parok.

(3; 5); (5; 7); (11; 13); (17; 19); (29; 31); (41; 43); (59; 61); (71; 73); (101; 103); (107; 109);
(137; 139); (149; 151); (179; 181); (191; 193); (197; 199); (227; 229); (239; 241); (269; 271);
(281; 283); (311; 313); (347; 349); (419; 421); (431, 433); (461; 463); (521;523); (569;571)
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20. Jobbrdl csonkolhaté primek

Az olyan primszamot nevezziik jobbrol csonkolhatonak, amelynek (tizes

szamrendszerben) jobbrol elhagyva a zar6 szamjegyeit mindig primet kapunk.

2:3:5:7;23;29; 31; 37; 53; 59; 71; 73; 79; 233; 239; 293; 311; 313; 317; 373; 379; 593;
599:; 719; 733; 739; 797; 2333; 2339; 2393; 2399; 2939; 3119; 3137; 3733; 3739; 3793; 3797

21. Kiegyensulyozott primek

Olyan primszamok, melyek azonos tavolsagra vannak a két szomszédos primmel:

5:53: 157; 173; 211; 257; 263; 373; 563; 593; 607; 653; 733; 947; 977; 1103; 1123; 1187;
1223; 1367; 1511; 1747; 1753; 1907; 2287; 2417; 2677; 2903; 2963; 3307; 3313; 3637; 3733

22. Kozéppontos haromszogprimek
Primek, melyek kdzéppontos haromszogszamok. Alakjuk: (3n% +3n +2) / 2.

19; 31; 109; 199; 409; 571; 631; 829; 1489; 1999; 2341; 2971; 3529; 4621; 4789; 7039; 7669;
8779; 9721; 10459; 10711; 13681; 14851; 16069; 16381; 17659; 20011; 20359; 23251

23. Kozéppontos hatszogprimek

Primek, melyek kézéppontos hatszogszamok. Alakjuk: (7n?—7n +2) / 2.

43; 71; 197; 463; 547; 953; 1471; 1933; 2647; 2843; 3697; 4663; 5741; 8233; 9283; 10781,
11173; 12391, 14561, 18397; 20483; 29303; 29947, 34651, 37493; 41203; 46691

24. Kozéppontos négyszogprimek
Primek, melyek kdzéppontos négyszogszamok. Alakjuk: n? + (n + 1)2.

5:13:41;61; 113; 181; 313; 421; 613; 761; 1013; 1201; 1301; 1741; 1861; 2113; 2381; 2521
3121; 3613; 4513; 5101; 7321; 8581; 9661; 9941; 10513; 12641; 13613; 14281; 14621
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25. Kozéppontos tizszogprimek
Primek, melyek kézéppontos tizszogszamok. Alakjuk: 5(n? —n) + 1

11; 31; 61; 101; 151; 211; 281; 661; 911; 1051; 1201; 1361; 1531; 1901; 2311; 2531; 3001;
3251; 3511; 4651; 5281; 6301; 6661; 7411; 9461; 9901; 12251; 13781; 14851; 15401; 18301;
18911; 19531

26. Kubai primek

X

Alakjuk:

3_y3

oy ,aholx =y +1

7:19; 37:61; 127; 271; 331; 397; 547: 631; 919; 1657; 1801; 1951; 2269; 2437; 2791; 3169:;
3571; 4219; 4447: 5167; 5419; 6211; 7057; 7351; 8269; 9241; 10267; 11719; 12097; 13267;
13669

y3

x3—
xX=y

Alakjuk: ,aholx =y +2

13; 109; 193; 433; 769; 1201; 1453; 2029; 3469; 3889; 4801; 10093; 12289; 13873; 18253;
20173; 21169; 22189; 28813; 37633; 43201; 47629; 60493; 63949; 65713; 69313

27. Kynea-primek
Az (2" 4+ 1)% — 2 alaka primek.

7;23;79; 1087; 66047; 263167; 16785407, 1073807359; 17180131327; 68720001023;
4398050705407; 70368760954879; 18014398777917439; 18446744082299486207

28. Leyland-primek
Leyland-primek az x¥ + y* alakban felirhato primek, ahol 1 < x < y.

17; 593; 32993; 2097593; 8589935681; 59604644783353249;
523347633027360537213687137; 43143988327398957279342419750374600193
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29. Lucas-primek

A Lucas-sorozat prim tagjai. A Lucas sorozat definicidja a kdvetkezo:
Lo=2L,=1L,=L, 1+L,_,
Megoszlanak a vélemények arrol, hogy az L, = 2 beleszamit-e a Lucas-szamok kozé:

(2;) 3; 7; 11, 29; 47; 199; 521; 2207; 3571; 9349; 3010349; 54018521; 370248451,
6643838879; 119218851371; 5600748293801; 688846502588399; 32361122672259149

30. Markov-primek
Olyan primek, amelyekre 1étezik olyan X és y, hogy x2 + y? + p? = 3xyp.

2;5;13; 29; 89; 233; 433; 1597; 2897, 5741; 7561, 28657; 33461; 43261, 96557; 426389;
514229

31. Mersenne-primek
A 2™ — 1 alaku primszamok. Az els6 12 az alabbi:

3; 7,31, 127; 8191; 131071; 524287, 2147483647; 2305843009213693951,
618970019642690137449562111; 162259276829213363391578010288127,
170141183460469231731687303715884105727

32. Mills-primek

A [63n] alakt primek, ahol 6 a Mills-alland6. Ez a formula minden pozitiv n-re

primszamot ad.

2; 11; 1361, 2521008887; 16022236204009818131831320183
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33. Mirp szamok

A mirp szamok (prim visszafele olvasva, angolul emirp) olyan primek, melyeknek a

decimalis szamjegyeit visszafelé olvasva is primet kapunk, és nem palindrom primek.

13;17; 31; 37; 71; 73; 79; 97; 107; 113; 149; 157; 167; 179; 199; 311; 337; 347; 359; 389;
701; 709; 733; 739; 743; 751; 761; 769; 907; 937; 941; 953; 967; 971; 983; 991

34. Motzkin-primek
2;127; 15511; 953467954114363
35. Newman-Shanks-Williams-primek

Olyan Newman-Shanks-Williams-szamok, amelyek primek.
7; 41; 239; 9369319; 63018038201; 489133282872437279; 19175002942688032928599
36. Padovan-primek

A Padovan-sorozat prim tagjai.

P(0)=P(1)=P2)=1,Pn) =P(n—2) =P(n—23)

2;3;5; 7; 37, 151; 3329; 23833; 13091204281; 3093215881333057,
1363005552434666078217421284621279933627102780881053358473

37. Palindrom primek

Olyan primek, amelyeknek decimalis szamjegyei palindromot alkotnak, azaz balrol

jobbra ¢€s jobbrol balra olvasva ugyanazt a szamot adjak:

2;3;5;7;11; 101, 131; 151, 181; 191; 313; 353; 373; 383; 727, 757, 787; 797; 919; 929;
10301; 10501; 10601; 11311; 11411, 12421, 12721; 12821, 13331; 13831; 13931; 14341,
14741
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38. Pell-primek

A Pell-sorozat prim tagjai.

POZO,Plzl,PnZZPn_l‘l'Pn_Z

2;5; 29; 5741, 33461; 44560482149; 1746860020068409; 68480406462161287469;
13558774610046711780701; 4125636888562548868221559797461449

39. Permutalhaté primek

Olyan prim, ahol a (tizes szamrendszerben vett) szamjegyek tetszéleges permutéacioja

primet ad.

2:3:5;7:11;13;17; 31; 37; 71; 73; 79: 97; 113; 131; 199; 311: 337; 373; 733; 919; 991;
11111111111111111171;11111111111111111111111

Sejtés, hogy minden tovabbi permutalhat6 prim is csak 1-es szamjegybdl all.

40. Perrin-primek

A Perrin-sorozat prim tagjai: P(0) = 3; P(1) = 0; P(2) = 2; P(n) = P(n—2) + P(n - 3).

2:3:5:7;17; 29; 277; 367; 853; 14197; 43721; 1442968193; 792606555396977;
187278659180417234321; 66241160488780141071579864797

41. Pierpont-primek

A 2% - 3V 4 1 alaku primek, ahol u, v = 0 egész szamok.

2:3:5:7:13;17;19; 37; 73; 97; 109; 163; 193; 257; 433; 487; 577; 769; 1153; 1297:; 1459;
2593:; 2917; 3457; 3889; 10369; 12289:; 17497; 18433; 39367; 52489; 65537; 139969
147457
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42. Pillai-primek

23; 29; 59; 61; 67; 71; 79; 83; 109; 137; 139; 149; 193; 227; 233; 239; 251, 257; 269; 271,
277; 293; 307; 311, 317; 359; 379; 383; 389; 397; 401; 419; 431, 449; 461, 463; 467; 479;
499

43. Pitagorasz-primek

A 4n + 1 alakt primek.

5:13;17; 29; 37; 41; 53; 61; 73; 89; 97; 101; 109; 113; 137; 149; 157; 173; 181; 193; 197;
229; 233: 241; 257; 269; 277; 281; 293; 313; 317; 337; 349:; 353; 373; 389; 397; 401; 409:
421: 433:; 449

44. Prim négyesek

A (p; pt+2; p+6; p+8) rendezett négyesek, ahol mind a négy szam prim.

(5; 7; 11; 13); (11; 13; 17; 19); (101; 103; 107; 109); (191; 193; 197; 199); (821; 823; 827;
829); (1481; 1483; 1487; 1489); (1871; 1873; 1877; 1879); (2081; 2083; 2087; 2089); (3251;
3253; 3257; 3259); (3461; 3463; 3467; 3469); (5651; 5653; 5657; 5659); (9431; 9433; 9437,;
9439)

45, Prim harmasok

A (p; p+2; p+6) vagy (p; p+4; p+6) rendezett harmasok, ahol mind a harom szam

prim.

(5; 7; 11); (7; 11, 13); (11; 13; 17); (13; 17; 19); (17; 19; 23); (37; 41, 43); (41; 43; 47); (67;
71; 73); (97; 101; 103); (101; 103; 107); (103; 107; 109); (107; 109; 113); (191; 193; 197);
(193; 197; 199); (223; 227; 229); (227; 229; 233); (277; 281; 283); (307; 311; 313); (311,
313; 317); (347; 349; 353)
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46. Proth-primek
Ak - 2" + 1 alaku primek, ahol k paratlan és k < 2"

3:5:13;17; 41; 97; 113; 193; 241; 257; 353; 449; 577; 641; 673; 769; 929: 1153; 1217;
1409; 1601; 2113; 2689; 2753; 3137; 3329; 3457; 4481; 4993:; 6529; 7297; 7681; 7937; 9473;
9601; 9857

47. Ramanujan-szamok

Adott n szamra a Ramanujan-szam (Rn) a legkisebb olyan szam, amelyre legalabb n

prim talalhat6 az x/2 és X szamok k6zo6tt minden X > Ry szamra.

2:11;17: 29; 41; 47; 59: 67; 71; 97; 101; 107; 127; 149; 151; 167; 179; 181; 227; 229; 233;
239; 241: 263; 269; 281; 307; 311; 347; 349:; 367; 373; 401:; 409; 419; 431; 433; 439; 461;
487: 491

48. Smarandache-Wellin-primek

........

2; 23; 2357

A negyedik Smarandache-Wellin-prim az els6 128 primszam konkatenacioja igy 719-re

veégzddik.

49. Sophie Germain-primek

Ahol p és 2p + 1 egyarant prim.

2:3:5:11; 23; 29; 41; 53; 83; 89; 113; 131; 173; 179; 191; 233; 239; 251; 281; 293; 359;
419; 431; 443; 491; 509; 593; 641; 653; 659; 683; 719; 743; 761; 809; 911; 953

50. Stern-primek

Olyan primek, amelyek nem allnak el egy kisebb prim és egy négyzetszam

kétszeresének 0sszegeként.

2;3;17; 137; 227; 977; 1187, 1493
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51. Szexi primek

Olyan primek, ahol p és p + 6 egyarant primek. Az elnevezés a latin sex szobol

szarmazik, ami 6-0t jelent.

(5,11); (7,13); (11,17); (13,19); (17,23); (23,29); (31,37); (37,43); (41,47); (47,53); (53,59);
(61,67); (67,73); (73,79); (83,89); (97,103); (101,107); (103,109); (107,113); (131,137);
(151,157); (157,163); (167,173); (173,179); (191,197); (193,199)

52. Szuper primek

Olyan primek, amelyeknek a primszamok sorozataban vett indexe is primszam. Tehat

példaul a2.,a 3., az 5. primszam.

3:5:11;17; 31; 41: 59; 67; 83; 109: 127; 157; 179; 191; 211; 241:; 277; 283; 331; 353; 367;
401; 431; 461; 509; 547:; 563; 587; 599: 617; 709; 739; 773; 797; 859:; 877; 919; 967:; 991

53. Szuper szingularis primek

Pontosan 15 darab szuper szingularis primszam van.
2;3;5;7;11;13; 17; 19; 23; 29; 31, 41; 47; 59; 71
54. Thabit-primek

A 3 - 2™ — 1 alaka primszamok.

2;5; 11, 23; 47; 191, 383; 6143; 786431; 51539607551, 824633720831, 26388279066623,;
108086391056891903; 55340232221128654847; 226673591177742970257407

55. Ulam-primek
Olyan Ulam-szamok, amelyek primek.

2:3:11:;13; 47;53; 97; 131; 197; 241; 409; 431; 607; 673; 739; 751; 983; 991; 1103; 1433;
1489; 1531; 1553; 1709; 1721; 2371; 2393; 2447; 2633; 2789; 2833; 2897
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56. Unokatestvér primek
A (p; p + 4) primszam parok.

(3;7); (7; 11); (13; 17); (19; 23); (37; 41); (43; 47); (67; 71); (79; 83); (97; 101); (103; 107);
(109; 113); (127; 131); (163; 167); (193; 197); (223; 227); (229; 233); (277, 281)

57. Wagstaff-primek
A 2113—“ alakd primszamok.

3; 11; 43; 683; 2731; 43691; 174763; 2796203; 715827883; 2932031007403;
768614336404564651; 201487636602438195784363; 845100400152152934331135470251,
56713727820156410577229101238628035243

A hozzajuk tartozo n értékek a kovetkezok:

3:5:7:11; 13; 17; 19; 23; 31; 43; 61; 79; 101; 127; 167; 191; 199; 313; 347; 701; 1709;
2617; 3539; 5807; 10501; 10691; 11279; 12391; 14479; 42737; 83339; 95369; 117239;
127031; 138937; 141079; 267017; 269987; 374321

58. Wedderburn-Etherington-primek
Olyan Wedderburn-Etherington-szamok, amelyek primek.
2; 3; 11, 23; 983; 2179; 24631, 3626149; 253450711; 596572387
59. Wieferich-primek
Olyan primek, amelyekre p? osztjaa 2P~! — 1 szamot.
1093; 3511
60. Wilson-primek
Olyan p primszamok, amelyekre p? osztja a (p — 1)! + 1 szamot.

5; 13; 563
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61. Wolstenholme-primek

Olyan p primek, amelyekre fennall az alabbi kongruencia:

(Zp—l
p—1

) =1 (modp*)
16843; 2124679
62. Woodall-primek

Az n - 2™ — 1 alaku primszamok.

7; 23; 383; 32212254719; 2833419889721787128217599; 195845982777569926302400511,
4776913109852041418248056622882488319
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5.2. Primszamok 1-t6l 25000-ig

2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101,
103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197,
199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311
313, 317, 331, 337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 397, 401, 409, 419, 421, 431,
433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541, 547, 557,
563, 569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643, 647, 653, 659, 661,
673,677,683, 691, 701, 709, 719, 727, 7133, 739, 743, 751, 757, 761, 769, 773, 787, 797, 809,
811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877, 881, 883, 887, 907, 911, 919, 929, 937,
941, 947, 953, 967, 971, 977, 983, 991, 997, 1009, 1013, 1019, 1021, 1031, 1033, 1039, 1049,
1051, 1061, 1063, 1069, 1087, 1091, 1093, 1097, 1103, 1109, 1117, 1123, 1129, 1151, 1153,
1163, 1171, 1181, 1187, 1193, 1201, 1213, 1217, 1223, 1229, 1231, 1237, 1249, 1259, 1277,
1279, 1283, 1289, 1291, 1297, 1301, 1303, 1307, 1319, 1321, 1327, 1361, 1367, 1373, 1381,
1399, 1409, 1423, 1427, 1429, 1433, 1439, 1447, 1451, 1453, 1459, 1471, 1481, 1483, 1487,
1489, 1493, 1499, 1511, 1523, 1531, 1543, 1549, 1553, 1559, 1567, 1571, 1579, 1583, 1597,
1601, 1607, 1609, 1613, 1619, 1621, 1627, 1637, 1657, 1663, 1667, 1669, 1693, 1697, 1699,
1709, 1721, 1723, 1733, 1741, 1747, 1753, 1759, 1777, 1783, 1787, 1789, 1801, 1811, 1823,
1831, 1847, 1861, 1867, 1871, 1873, 1877, 1879, 1889, 1901, 1907, 1913, 1931, 1933, 1949,
1951, 1973, 1979, 1987, 1993, 1997, 1999, 2003, 2011, 2017, 2027, 2029, 2039, 2053, 2063,
2069, 2081, 2083, 2087, 2089, 2099, 2111, 2113, 2129, 2131, 2137, 2141, 2143, 2153, 2161,
2179, 2203, 2207, 2213, 2221, 2237, 2239, 2243, 2251, 2267, 2269, 2273, 2281, 2287, 2293,
2297, 2309, 2311, 2333, 2339, 2341, 2347, 2351, 2357, 2371, 2377, 2381, 2383, 2389, 2393,
2399, 2411, 2417, 2423, 2437, 2441, 2447, 2459, 2467, 2473, 2477, 2503, 2521, 2531, 25309,
2543, 2549, 2551, 2557, 2579, 2591, 2593, 2609, 2617, 2621, 2633, 2647, 2657, 2659, 2663,
2671, 2677, 2683, 2687, 2689, 2693, 2699, 2707, 2711, 2713, 2719, 2729, 2731, 2741, 2749,
2753, 2767, 2777, 2789, 2791, 2797, 2801, 2803, 2819, 2833, 2837, 2843, 2851, 2857, 2861,
2879, 2887, 2897, 2903, 2909, 2917, 2927, 2939, 2953, 2957, 2963, 2969, 2971, 2999, 3001,
3011, 3019, 3023, 3037, 3041, 3049, 3061, 3067, 3079, 3083, 3089, 3109, 3119, 3121, 3137,
3163, 3167, 3169, 3181, 3187, 3191, 3203, 3209, 3217, 3221, 3229, 3251, 3253, 3257, 3259,
3271, 3299, 3301, 3307, 3313, 3319, 3323, 3329, 3331, 3343, 3347, 3359, 3361, 3371, 3373,
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3389, 3391, 3407, 3413, 3433, 3449, 3457, 3461, 3463, 3467, 3469, 3491, 3499, 3511, 3517,
3527, 3529, 3533, 3539, 3541, 3547, 3557, 3559, 3571, 3581, 3583, 3593, 3607, 3613, 3617,
3623, 3631, 3637, 3643, 3659, 3671, 3673, 3677, 3691, 3697, 3701, 3709, 3719, 3727, 3733,
3739, 3761, 3767, 3769, 3779, 3793, 3797, 3803, 3821, 3823, 3833, 3847, 3851, 3853, 3863,
3877, 3881, 3889, 3907, 3911, 3917, 3919, 3923, 3929, 3931, 3943, 3947, 3967, 3989, 4001,
4003, 4007, 4013, 4019, 4021, 4027, 4049, 4051, 4057, 4073, 4079, 4091, 4093, 4099, 4111
4127, 4129, 4133, 4139, 4153, 4157, 4159, 4177, 4201, 4211, 4217, 4219, 4229, 4231, 4241,
4243, 4253, 4259, 4261, 4271, 4273, 4283, 4289, 4297, 4327, 4337, 4339, 4349, 4357, 4363,
4373, 4391, 4397, 4409, 4421, 4423, 4441, 4447, 4451, 4457, 4463, 4481, 4483, 4493, 4507,
4513, 4517, 4519, 4523, 4547, 4549, 4561, 4567, 4583, 4591, 4597, 4603, 4621, 4637, 4639,
4643, 4649, 4651, 4657, 4663, 4673, 4679, 4691, 4703, 4721, 4723, 4729, 4733, 4751, 4759,
4783, 4787, 4789, 4793, 4799, 4801, 4813, 4817, 4831, 4861, 4871, 4877, 4889, 4903, 4909,
4919, 4931, 4933, 4937, 4943, 4951, 4957, 4967, 4969, 4973, 4987, 4993, 4999, 5003, 5009,
5011, 5021, 5023, 5039, 5051, 5059, 5077, 5081, 5087, 5099, 5101, 5107, 5113, 5119, 5147,
5153, 5167, 5171, 5179, 5189, 5197, 5209, 5227, 5231, 5233, 5237, 5261, 5273, 5279, 5281,
5297, 5303, 5309, 5323, 5333, 5347, 5351, 5381, 5387, 5393, 5399, 5407, 5413, 5417, 5419,
5431, 5437, 5441, 5443, 5449, 5471, 5477, 5479, 5483, 5501, 5503, 5507, 5519, 5521, 5527,
5531, 5557, 5563, 5569, 5573, 5581, 5591, 5623, 5639, 5641, 5647, 5651, 5653, 5657, 5659,
5669, 5683, 5689, 5693, 5701, 5711, 5717, 5737, 5741, 5743, 5749, 5779, 5783, 5791, 5801,
5807, 5813, 5821, 5827, 5839, 5843, 5849, 5851, 5857, 5861, 5867, 5869, 5879, 5881, 5897,
5903, 5923, 5927, 5939, 5953, 5981, 5987, 6007, 6011, 6029, 6037, 6043, 6047, 6053, 6067,
6073, 6079, 6089, 6091, 6101, 6113, 6121, 6131, 6133, 6143, 6151, 6163, 6173, 6197, 6199,
6203, 6211, 6217, 6221, 6229, 6247, 6257, 6263, 6269, 6271, 6277, 6287, 6299, 6301, 6311
6317, 6323, 6329, 6337, 6343, 6353, 6359, 6361, 6367, 6373, 6379, 6389, 6397, 6421, 6427,
6449, 6451, 6469, 6473, 6481, 6491, 6521, 6529, 6547, 6551, 6553, 6563, 6569, 6571, 6577,
6581, 6599, 6607, 6619, 6637, 6653, 6659, 6661, 6673, 6679, 6689, 6691, 6701, 6703, 67009,
6719, 6733, 6737, 6761, 6763, 6779, 6781, 6791, 6793, 6803, 6823, 6827, 6829, 6833, 6841,
6857, 6863, 6869, 6871, 6883, 6899, 6907, 6911, 6917, 6947, 6949, 6959, 6961, 6967, 6971,
6977, 6983, 6991, 6997, 7001, 7013, 7019, 7027, 7039, 7043, 7057, 7069, 7079, 7103, 7109,
7121, 7127, 7129, 7151, 7159, 7177, 7187, 7193, 7207, 7211, 7213, 7219, 7229, 7237, 7243,
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7247, 7253, 71283, 7297, 7307, 7309, 7321, 7331, 7333, 7349, 7351, 7369, 7393, 7411, 7417,
7433, 7451, 7457, 7459, 7477, 7481, 7487, 7489, 7499, 7507, 7517, 7523, 7529, 7537, 7541,
7547, 7549, 7559, 7561, 7573, 7577, 7583, 7589, 7591, 7603, 7607, 7621, 7639, 7643, 7649,
7669, 7673, 7681, 7687, 7691, 7699, 7703, 7717, 7723, 7727, 7741, 7753, 7757, 7759, 7789,
7793, 7817, 71823, 7829, 7841, 7853, 7867, 7873, 71877, 71879, 7883, 7901, 7907, 7919, 7927,
7933, 7937, 7949, 7951, 7963, 7993, 8009, 8011, 8017, 8039, 8053, 8059, 8069, 8081, 8087,
8089, 8093, 8101, 8111, 8117, 8123, 8147, 8161, 8167, 8171, 8179, 8191, 8209, 8219, 8221
8231, 8233, 8237, 8243, 8263, 8269, 8273, 8287, 8291, 8293, 8297, 8311, 8317, 8329, 8353,
8363, 8369, 8377, 8387, 8389, 8419, 8423, 8429, 8431, 8443, 8447, 8461, 8467, 8501, 8513,
8521, 8527, 8537, 8539, 8543, 8563, 8573, 8581, 8597, 8599, 8609, 8623, 8627, 8629, 8641,
8647, 8663, 8669, 8677, 8681, 8689, 8693, 8699, 8707, 8713, 8719, 8731, 8737, 8741, 8747,
8753, 8761, 8779, 8783, 8803, 8807, 8819, 8821, 8831, 8837, 8839, 8849, 8861, 8863, 8867,
8887, 8893, 8923, 8929, 8933, 8941, 8951, 8963, 8969, 8971, 8999, 9001, 9007, 9011, 9013,
9029, 9041, 9043, 9049, 9059, 9067, 9091, 9103, 9109, 9127, 9133, 9137, 9151, 9157, 9161,
9173, 9181, 9187, 9199, 9203, 9209, 9221, 9227, 9239, 9241, 9257, 9277, 9281, 9283, 9293,
9311, 9319, 9323, 9337, 9341, 9343, 9349, 9371, 9377, 9391, 9397, 9403, 9413, 9419, 9421,
9431, 9433, 9437, 9439, 9461, 9463, 9467, 9473, 9479, 9491, 9497, 9511, 9521, 9533, 9539,
9547, 9551, 9587, 9601, 9613, 9619, 9623, 9629, 9631, 9643, 9649, 9661, 9677, 9679, 9689,
9697, 9719, 9721, 9733, 9739, 9743, 9749, 9767, 9769, 9781, 9787, 9791, 9803, 9811, 9817,
9829, 9833, 9839, 9851, 9857, 9859, 9871, 9883, 9887, 9901, 9907, 9923, 9929, 9931, 9941,
9949, 9967, 9973, 10007, 10009, 10037, 10039, 10061, 10067, 10069, 10079, 10091, 10093,
10099, 10103, 10111, 10133, 10139, 10141, 10151, 10159, 10163, 10169, 10177, 10181,

10193, 10211, 10223, 10243, 10247, 10253, 10259, 10267, 10271, 10273, 10289, 10301,

10303, 10313, 10321, 10331, 10333, 10337, 10343, 10357, 10369, 10391, 10399, 10427,

10429, 10433, 10453, 10457, 10459, 10463, 10477, 10487, 10499, 10501, 10513, 10529,

10531, 10559, 10567, 10589, 10597, 10601, 10607, 10613, 10627, 10631, 10639, 10651,

10657, 10663, 10667, 10687, 10691, 10709, 10711, 10723, 10729, 10733, 10739, 10753,

10771, 10781, 10789, 10799, 10831, 10837, 10847, 10853, 10859, 10861, 10867, 10883,

10889, 10891, 10903, 10909, 10937, 10939, 10949, 10957, 10973, 10979, 10987, 10993,

11003, 11027, 11047, 11057, 11059, 11069, 11071, 11083, 11087, 11093, 11113, 11117,
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11119, 11131, 11149, 11159, 11161, 11171, 11173, 11177, 11197, 11213, 11239, 11243,
11251, 11257, 11261, 11273, 11279, 11287, 11299, 11311, 11317, 11321, 11329, 11351,
11353, 11369, 11383, 11393, 11399, 11411, 11423, 11437, 11443, 11447, 11467, 11471,
11483, 11489, 11491, 11497, 11503, 11519, 11527, 11549, 11551, 11579, 11587, 11593,
11597, 11617, 11621, 11633, 11657, 11677, 11681, 11689, 11699, 11701, 11717, 11719,
11731, 11743, 11777, 11779, 11783, 11789, 11801, 11807, 11813, 11821, 11827, 11831,
11833, 11839, 11863, 11867, 11887, 11897, 11903, 11909, 11923, 11927, 11933, 11939,
11941, 11953, 11959, 11969, 11971, 11981, 11987, 12007, 12011, 12037, 12041, 12043,
12049, 12071, 12073, 12097, 12101, 12107, 12109, 12113, 12119, 12143, 12149, 12157,
12161, 12163, 12197, 12203, 12211, 12227, 12239, 12241, 12251, 12253, 12263, 12269,
12277, 12281, 12289, 12301, 12323, 12329, 12343, 12347, 12373, 12377, 12379, 12391,
12401, 12409, 12413, 12421, 12433, 12437, 12451, 12457, 12473, 12479, 12487, 12491,
12497, 12503, 12511, 12517, 12527, 12539, 12541, 12547, 12553, 12569, 12577, 12583,
12589, 12601, 12611, 12613, 12619, 12637, 12641, 12647, 12653, 12659, 12671, 12689,
12697, 12703, 12713, 12721, 12739, 12743, 12757, 12763, 12781, 12791, 12799, 12809,
12821, 12823, 12829, 12841, 12853, 12889, 12893, 12899, 12907, 12911, 12917, 12919,
12923, 12941, 12953, 12959, 12967, 12973, 12979, 12983, 13001, 13003, 13007, 13009,
13033, 13037, 13043, 13049, 13063, 13093, 13099, 13103, 13109, 13121, 13127, 13147,
13151, 13159, 13163, 13171, 13177, 13183, 13187, 13217, 13219, 13229, 13241, 13249,
13259, 13267, 13291, 13297, 13309, 13313, 13327, 13331, 13337, 13339, 13367, 13381,
13397, 13399, 13411, 13417, 13421, 13441, 13451, 13457, 13463, 13469, 13477, 13487,
13499, 13513, 13523, 13537, 13553, 13567, 13577, 13591, 13597, 13613, 13619, 13627,
13633, 13649, 13669, 13679, 13681, 13687, 13691, 13693, 13697, 13709, 13711, 13721,
13723, 13729, 13751, 13757, 13759, 13763, 13781, 13789, 13799, 13807, 13829, 13831,
13841, 13859, 13873, 13877, 13879, 13883, 13901, 13903, 13907, 13913, 13921, 13931,
13933, 13963, 13967, 13997, 13999, 14009, 14011, 14029, 14033, 14051, 14057, 14071,
14081, 14083, 14087, 14107, 14143, 14149, 14153, 14159, 14173, 14177, 14197, 14207,
14221, 14243, 14249, 14251, 14281, 14293, 14303, 14321, 14323, 14327, 14341, 14347,
14369, 14387, 14389, 14401, 14407, 14411, 144109, 14423, 14431, 14437, 14447, 14449,
14461, 14479, 14489, 14503, 14519, 14533, 14537, 14543, 14549, 14551, 14557, 14561,
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14563, 14591, 14593, 14621, 14627, 14629, 14633, 14639, 14653, 14657, 14669, 14683,
14699, 14713, 14717, 14723, 14731, 14737, 14741, 14747, 14753, 14759, 14767, 14771,
14779, 14783, 14797, 14813, 14821, 14827, 14831, 14843, 14851, 14867, 14869, 14879,
14887, 14891, 14897, 14923, 14929, 14939, 14947, 14951, 14957, 14969, 14983, 15013,
15017, 15031, 15053, 15061, 15073, 15077, 15083, 15091, 15101, 15107, 15121, 15131,
15137, 15139, 15149, 15161, 15173, 15187, 15193, 15199, 15217, 15227, 15233, 15241,
15259, 15263, 15269, 15271, 15277, 15287, 15289, 15299, 15307, 15313, 15319, 15329,
15331, 15349, 15359, 15361, 15373, 15377, 15383, 15391, 15401, 15413, 15427, 15439,
15443, 15451, 15461, 15467, 15473, 15493, 15497, 15511, 15527, 15541, 15551, 15559,
15569, 15581, 15583, 15601, 15607, 15619, 15629, 15641, 15643, 15647, 15649, 15661
15667, 15671, 15679, 15683, 15727, 15731, 15733, 15737, 15739, 15749, 15761, 15767,
15773, 15787, 15791, 15797, 15803, 15809, 15817, 15823, 15859, 15877, 15881, 15887,
15889, 15901, 15907, 15913, 15919, 15923, 15937, 15959, 15971, 15973, 15991, 16001,
16007, 16033, 16057, 16061, 16063, 16067, 16069, 16073, 16087, 16091, 16097, 16103,
16111, 16127, 16139, 16141, 16183, 16187, 16189, 16193, 16217, 16223, 16229, 16231,
16249, 16253, 16267, 16273, 16301, 16319, 16333, 16339, 16349, 16361, 16363, 16369,
16381, 16411, 16417, 16421, 16427, 16433, 16447, 16451, 16453, 16477, 16481, 16487,
16493, 16519, 16529, 16547, 16553, 16561, 16567, 16573, 16603, 16607, 16619, 16631,
16633, 16649, 16651, 16657, 16661, 16673, 16691, 16693, 16699, 16703, 16729, 16741,
16747,16759, 16763, 16787, 16811, 16823, 16829, 16831, 16843, 16871, 16879, 16883,
16889, 16901, 16903, 16921, 16927, 16931, 16937, 16943, 16963, 16979, 16981, 16987,
16993, 17011, 17021, 17027, 17029, 17033, 17041, 17047, 17053, 17077, 17093, 17099,
17107, 17117, 17123, 17137, 17159, 17167, 17183, 17189, 17191, 17203, 17207, 17209,
17231, 17239, 17257, 17291, 17293, 17299, 17317, 17321, 17327, 17333, 17341, 17351,
17359, 17377, 17383, 17387, 17389, 17393, 17401, 17417, 17419, 17431, 17443, 17449,
17467, 17471, 17477, 17483, 17489, 17491, 17497, 17509, 17519, 17539, 17551, 17569,
17573, 17579, 17581, 17597, 17599, 17609, 17623, 17627, 17657, 17659, 17669, 17681,
17683, 17707, 17713, 17729, 17737, 17747, 17749, 17761, 17783, 17789, 17791, 17807,
17827,17837, 17839, 17851, 17863, 17881, 17891, 17903, 17909, 17911, 17921, 17923,
17929, 17939, 17957, 17959, 17971, 17977, 17981, 17987, 17989, 18013, 18041, 18043,
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18047, 18049, 18059, 18061, 18077, 18089, 18097, 18119, 18121, 18127, 18131, 18133,
18143, 18149, 18169, 18181, 18191, 18199, 18211, 18217, 18223, 18229, 18233, 18251,
18253, 18257, 18269, 18287, 18289, 18301, 18307, 18311, 18313, 18329, 18341, 18353,
18367, 18371, 18379, 18397, 18401, 18413, 18427, 18433, 18439, 18443, 18451, 18457,
18461, 18481, 18493, 18503, 18517, 18521, 18523, 18539, 18541, 18553, 18583, 18587,
18593, 18617, 18637, 18661, 18671, 18679, 18691, 18701, 18713, 18719, 18731, 18743,
18749, 18757, 18773, 18787, 18793, 18797, 18803, 18839, 18859, 18869, 18899, 18911,
18913, 18917, 18919, 18947, 18959, 18973, 18979, 19001, 19009, 19013, 19031, 19037,
19051, 19069, 19073, 19079, 19081, 19087, 19121, 19139, 19141, 19157, 19163, 19181,
19183, 19207, 19211, 19213, 19219, 19231, 19237, 19249, 19259, 19267, 19273, 19289,
19301, 19309, 19319, 19333, 19373, 19379, 19381, 19387, 19391, 19403, 19417, 19421,
19423, 19427, 19429, 19433, 19441, 19447, 19457, 19463, 19469, 19471, 19477, 19483,
19489, 19501, 19507, 19531, 19541, 19543, 19553, 19559, 19571, 19577, 19583, 19597,
19603, 19609, 19661, 19681, 19687, 19697, 19699, 19709, 19717, 19727, 19739, 19751,
19753, 19759, 19763, 19777, 19793, 19801, 19813, 19819, 19841, 19843, 19853, 19861,
19867, 19889, 19891, 19913, 19919, 19927, 19937, 19949, 19961, 19963, 19973, 19979,
19991, 19993, 19997, 20011, 20021, 20023, 20029, 20047, 20051, 20063, 20071, 20089,
20101, 20107, 20113, 20117, 20123, 20129, 20143, 20147, 20149, 20161, 20173, 20177,
20183, 20201, 20219, 20231, 20233, 20249, 20261, 20269, 20287, 20297, 20323, 20327,
20333, 20341, 20347, 20353, 20357, 20359, 20369, 20389, 20393, 20399, 20407, 20411,
20431, 20441, 20443, 20477, 20479, 20483, 20507, 20509, 20521, 20533, 20543, 20549,
20551, 20563, 20593, 20599, 20611, 20627, 20639, 20641, 20663, 20681, 20693, 20707,
20717, 20719, 20731, 20743, 20747, 20749, 20753, 20759, 20771, 20773, 20789, 20807,
20809, 20849, 20857, 20873, 20879, 20887, 20897, 20899, 20903, 20921, 20929, 20939,
20947, 20959, 20963, 20981, 20983, 21001, 21011, 21013, 21017, 21019, 21023, 21031,
21059, 21061, 21067, 21089, 21101, 21107, 21121, 21139, 21143, 21149, 21157, 21163,
21169, 21179, 21187, 21191, 21193, 21211, 21221, 21227, 21247, 21269, 21277, 21283,
21313, 21317, 21319, 21323, 21341, 21347, 21377, 21379, 21383, 21391, 21397, 21401,
21407, 21419, 21433, 21467, 21481, 21487, 21491, 21493, 21499, 21503, 21517, 21521
21523, 21529, 21557, 21559, 21563, 21569, 21577, 21587, 21589, 21599, 21601, 21611,
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21613, 21617, 21647, 21649, 21661, 21673, 21683, 21701, 21713, 21727, 21737, 21739,
21751, 21757, 21767, 21773, 21787, 21799, 21803, 21817, 21821, 21839, 21841, 21851,
21859, 21863, 21871, 21881, 21893, 21911, 21929, 21937, 21943, 21961, 21977, 21991,
21997, 22003, 22013, 22027, 22031, 22037, 22039, 22051, 22063, 22067, 22073, 22079,
22091, 22093, 22109, 22111, 22123, 22129, 22133, 22147, 22153, 22157, 22159, 22171
22189, 22193, 22229, 22247, 22259, 22271, 22273, 22277, 22279, 22283, 22291, 22303,
22307, 22343, 22349, 22367, 22369, 22381, 22391, 22397, 22409, 22433, 22441, 22447,
22453, 22469, 22481, 22483, 22501, 22511, 22531, 22541, 22543, 22549, 22567, 22571
22573, 22613, 22619, 22621, 22637, 22639, 22643, 22651, 22669, 22679, 22691, 22697,
22699, 22709, 22717, 22721, 22727, 22739, 22741, 22751, 22769, 22777, 22783, 22787,
22807, 22811, 22817, 22853, 22859, 22861, 22871, 22877, 22901, 22907, 22921, 22937,
22943, 22961, 22963, 22973, 22993, 23003, 23011, 23017, 23021, 23027, 23029, 23039,
23041, 23053, 23057, 23059, 23063, 23071, 23081, 23087, 23099, 23117, 23131, 23143,
23159, 23167, 23173, 23189, 23197, 23201, 23203, 23209, 23227, 23251, 23269, 23279,
23291, 23293, 23297, 23311, 23321, 23327, 23333, 23339, 23357, 23369, 23371, 23399,
23417, 23431, 23447, 23459, 23473, 23497, 23509, 23531, 23537, 23539, 23549, 23557,
23561, 23563, 23567, 23581, 23593, 23599, 23603, 23609, 23623, 23627, 23629, 23633,
23663, 23669, 23671, 23677, 23687, 23689, 23719, 23741, 23743, 23747, 23753, 23761,
23767, 23773, 23789, 23801, 23813, 23819, 23827, 23831, 23833, 23857, 23869, 23873,
23879, 23887, 23893, 23899, 23909, 23911, 23917, 23929, 23957, 23971, 23977, 23981,
23993, 24001, 24007, 24019, 24023, 24029, 24043, 24049, 24061, 24071, 24077, 24083,
24091, 24097, 24103, 24107, 24109, 24113, 24121, 24133, 24137, 24151, 24169, 24179,
24181, 24197, 24203, 24223, 24229, 24239, 24247, 24251, 24281, 24317, 24329, 24337,
24359, 24371, 24373, 24379, 24391, 24407, 24413, 24419, 24421, 24439, 24443, 24469,
24473, 24481, 24499, 245009, 24517, 24527, 24533, 24547, 24551, 24571, 24593, 24611,
24623, 24631, 24659, 24671, 24677, 24683, 24691, 24697, 24709, 24733, 24749, 24763,
24767, 24781, 24793, 24799, 24809, 24821, 24841, 24847, 24851, 24859, 24877, 248809,
24907, 24917, 24919, 24923, 24943, 24953, 24967, 24971, 24977, 24979, 24989
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5.3. Ulam-spiral

Az Ulam-spiral vagy prim-spiral a szamelméletben a primszamok egy spiralis
elrendezése, ami egy maig megmagyarazatlan mintat mutat. Nevét felfedezdjérol, Stanistaw
Ulam lengyel matematikusrol kapta, aki 1963-ban egy értekezleten unalmaban rajzolta fel a

spiralt.

Ulam egy négyzetracs mentén, spiralvonalban haladva felrajzolta az els6é 50 pozitiv

egesz szamot:

37/—36—35—34—33—-32-31
3EI! 17—1p—15—14—13 EI-II]
3*_5Il 1& 5— 4— 3 15 E"IJ
019 6 1—2 1 28
4JI. E!I:I I?— 8— 9—1IIII EI?
4EI.' EI—E‘?—H—E#—EE—EI{:

I
43—44—45—46—47—48—49...

Ezutan kihtzta azokat, amik nem primek, és a kovetkezd abrat kapta:

3:|'— - - = - —3}
17— — — =13
I | I |
5— — 3 29
I |1
19 — 2 11
| | I I |
41 7— — —
| | |
o —23— — -—
43— — — —47— —
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200%200-as Ulam-spiral.

Meglepetésére a primek tobbnyire atlok mentén helyezkedtek el. A jelenség nagyobb
1éptékben is megfigyelhetd, példaul az oldalso abran lathaté 200x200-as spirdlban, ahol a
primeket fekete pontok jelzik.

Mivel a paros szamok a 2-t kivéve mind Osszetettek, és a spiralban a sakktabla sotét
kockaihoz hasonlé mintdban helyezkednek el, az 6nmagéban nem meglepd, hogy a
primszamok egy atlos racsot alkotnak, az viszont igen, hogy e racs egyes vonalain sokkal
gyakrabban fordulnak eld, mint masokon. Ez akkor is igaz lesz, ha a szamokat nem egyt6l

kezdve irjuk fel. Képletben megfogalmazva, sok olyan b és ¢ konstans van, amire az

f(n) = 4n? + bn + c fiiggvény sfirlin ad helyettesitési értékként primeket. A jelenség oka

maig ismeretlen.

Elég messzirdl nézve az abrat fliggdleges €s vizszintes vonalak is kirajzolodnak. A
svajci Leonhard Euler ltal talalt n? + n + 17 kifejezés minden 0 és 15 kozotti értékre
primszamot ad. Ezek a primek: 17, 19, 23, 29, 37,47, 59, 73, 89, 107, 127, 149, 173, 199, 227

és 257 megjelennek az Ulam-spiral f64tlojan. Euler késobb egy masik képletet is talalt:

n? + n + 41, ami 0 és 40 kozotti helyettesitési értékekre primet ad. Ez egy masik atlo,
ami mentén kiilondsen sok a prim: 10 millidig a helyettesitési értékek 47,5%-a primet ad.

Ulam tovabbi képleteket is talalt, amik majdnem ilyen jok.
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5.4. Primszamokbdl all6 biivos négyzetek

Egy szamokkal kitoltott nxn-es négyzetet akkor neveziink blivos négyzetnek, ha
minden soraban, oszlopéban, illetve az atlokban szerepld szamok 6sszege azonos. Most csak
azokra néziink néhany példat, amelyekben primszamok szerepelnek. Egy 3x3-as négyzet egy

lehetséges elrendezése a kovetkez6 is lehet:

Z_
x+y VA X+ y
2 2
x—y+z | Xtz y
y+z x x_y+z
2 2

Az X, y és z primszamok legyenek. Irhatunk egy egyszerii programot, amelyik végig
futtatja X, y és z értékeit egy adott intervallumba es6 primszamokon és ellenérzi, hogy a

tablazat minden eleme primszam-e. Néhany példa:

17 | 113 | 47 53 | 617 | 263
89 |59 |29 521 | 311 | 101
71 |5 101 359 | 5 569
137 | 773 | 257 389 | 647 | 401
509 | 389 | 269 491 | 479 | 467
521 | 5 641 557 | 311 | 569
359 | 881 | 557 73 | 211 | 97
797 | 599 | 401 151 | 127 | 103
641 | 317 | 839 157 | 43 | 181
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Talalhatunk olyan példat is, melyben minden szam végzddése azonos:

571 | 1051 | 181 823 | 1093 | 643
211 | 601 | 991 673 | 853 | 1033
1021 | 151 | 631 1063 | 613 | 883

Talalhatunk olyan példat is, melyben minden szadm 7-re végzddik:

307 | 607 | 97 37 | 607 | 277
127 | 337 | 547 547 | 307 | 67
577 | 67 | 367 337 | 7 577

Talalhatunk olyan példat is, melyben minden szdm 9-re végzddik:

569 | 59 | 449 829 | 1879 | 409
239 | 359 | 479 619 | 1039 | 1459
269 | 659 | 149 1669 | 199 | 1249

Nézziink egy 4x4-esre blivos négyzetre is példat:

37 83 97 41

53 61 71 73

89 67 59 43

79 47 31 101
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Két tételt szeretnék ismertetni bizonyitas nélkiil:

1. Tétel: Ha egy harmadrendii (3x3), csak primszdmokbdl all6 blivos négyzetben 1€vo

szamok egy szamtani sorozat tagjai, akkor a sorozat differenciaja oszthatd 210-zel.

2. Tétel: Ha egy negyedrendii (4x4), csak primszdmokbol all6 blivés négyzetben 1évd szamok

egy szamtani sorozat tagjai, akkor a sorozat differenciaja oszthaté 30030-cal.
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5.5. Primtesztek és Primfaktorizacio

Léteznek olyan modszerek, amelyek viszonylag gyorsan eldontik, hogy egy nagy szam

prim-e vagy Osszetett. Az ilyen algoritmusokat nevezziik primteszteknek.

Konnyli-e meghatarozni egy szam primtényezds felbontasat? Latszolag igen, hiszen
csak meg kell nézni, hogy oszthato-e 2-vel, 3-mal, 5-tel, stb. Ha talalunk egy primosztot,
akkor csak a hanyadost kell tovabb bontani. Ha pedig a szam négyzetgyokéig nem talaltunk
osztot, akkor az adott szdm biztosan prim. Nagy szdmoknal mar nem tudjuk ezt a modszert
alkalmazni, hiszen nem ismeriink minden primet, illetve rengeteg miiveletet kellene a

szamitogépnek elvégeznie. Ez a probaosztasos eljaras a gyakorlatban teljesen hasznalhatatlan.

A gyors primtesztek 1étezése elsd hallasra meglepdnek tlinik, annak tudatdban, hogy
egy nagy Osszetett szam primtényezdokre vald bontdsa milyen reménytelen feladat. Nézziik

meg ezt a két problémat egy kicsit részletesebben.

Primtesztek

A primtesztek olyan eljarasok, melyek egy adott szamrol eldontik, hogy prim vagy
Osszetett szam. Altaldban nem hatdrozzak meg a szam egyetlen osztojat sem. Attol fiiggéen,
hogy a teszt hasznal-e véletlen szamokat, megkiilonboztetlink determinisztikus és véletlen

primteszteket. Minden teszt valamilyen mdodon az Euler-Fermat tételen alapul.

Tétel: Minden egynél nagyobb egész n szamra és minden n-hez relativ a egész szamra igaz a

kovetkezd kongruencia:
a®™ =1 (modn)

Bizonyitas: Legyen az ry, -+, 7 (n) €gy redukalt maradékrendszer (RMR). Ekkor az
ary, -+, ary(y) szintén RMR tetszOleges n-hez relativ prim a-ra, hiszen barmely ketté

kiilonbsége ka alaku, ahol k nem oszthat6 n-nel.
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Vegyiik ezt a két felirasat az egyértelmii RMR-nek:

p(n) o)

l_[ = l_[ ar;  (modn)
i=1 i=1
Egy RMR elemeinek szorzata relativ prim a modulushoz, ezért egyszertsithetiink vele:
a®™ =1 (modn)
Tehat igaz az allitas.

1. Fermat-primteszt

Legyen n egy 1-nél nagyobb egész szam, melyrdl szeretnénk eldonteni, hogy primszam-e.
Vilasszunk véletlenszeriien egy n-nél kisebb pozitiv a egész szdmot. Ekkor az alabbi

kongruencia biztosan teljesiil ha n prim:
av'=1 (modn) (1)

Ha n 6sszetett, akkor legfeljebb 50% eséllyel teljesiil. A fennmaradé kivételes esetekben n-et

univerzalis alprimnek nevezziik. Ekkor (1) minden n-hez relativ prim a-ra teljesiil.
Bizonyitas:

Primekre ez az Euler-Fermat tétel kovetkezménye, hiszen ¢ (n) = n — 1, han prim. Ha n
Osszetett szam és a nem relativ prim hozza, akkor a-nak minden hatvanya tobbszorose lesz a

¢és n legnagyobb kozos osztdjanak. Tehat (1) nem allhat fenn.
2. Solovay-Strassen-primteszt
Legyen n egy 1-nél nagyobb paratlan egész szam. Ekkor az

az = (%) (mod n) (2)

kongruenciaaz 1,---,n — 1 szamok mindegyikére teljesiil, ha n prim ésaz 1,:--,n — 1

szamok kevesebb, mint felére teljesiil, ha n dsszetett szam.
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Bizonyitas:

1. Ha n primszam, akkor az Euler-Fermat tétel szerint minden 1 és n — 1 k6z6tti @ szamra:
a1=1 (modn)

Tovéabba Z,,-ben csak +1 masodik egységgyok, ezért:

n—1

a2z =41 (modn)

A Legendre-Jacobi szimbolum definicidja szerint: (%) = 11. Tehat bizonyitando:

1
az =1 (modn)

akkor ¢€s csak akkor, ha (%) = 1, vagyis ha az aldbbi kongruencia megoldhato:

x>=a (modn)

Legyen g primitiv gyok modulo n, és szdmoljunk a g szerinti diszkrét logaritmusokkal

(indexekkel):

gzindx = ginda (mod n)

Mivel g primitiv gyok, azaz minden nem 0 maradékosztaly el6fordul valamilyen

hatvanyaiként (ciklikusan fordulnak eld), a fenti allitasok egyenértékiiek a kovetkezdvel:
2indx = inda (modn-—-1)

Mivel 2indx és n — 1 is oszthato 2-vel, ezért ha inda paratlan, akkor a kongruencia nem

oldhaté meg. Ha inda paros, akkor:

inda n—1
2indx = g 2 (mod T)
A megoldas:
inda
x==1g 2 (mod p)
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Osszefoglalva:
az =1 (modn)
Ez a kongruencia akkor és csak akkor igaz, ha inda paros, vagyis (%) = 1.

2. Nézziik azt az esetet, amikor n dsszetett szam.

Nevezziik cinkosnak a-t egy dsszetett n-re vonatkozolag akkor, ha (2) teljesiil, egyébként

pedig tanunak. Mivel (%) csak n-hez relativ prim a-k esetén értelmezett, n-hez nem relativ

primekre (2) nem teljesiil. A gyakorlatban (a) kiszamitasakor tényleg kideriil ha a és n nem

n
relativ prim.
Elsé 1épésben csak azt nézziik meg, hogy minden Gsszetett n-re 1étezik a tani. Ha n nem

négyzetmentes (ossza mondjuk p?), akkor egy g primitiv gydk modulo p? tanti. Ugyanis az

alabbi kongruencia nem teljesiil:

n—1

gT

+1 (mod n)

Indirekt bizonyitjuk az allitast. Tegyiik fel, hogy teljesiil a fenti kongruencia. Emeljiik

négyzetre:
=1 (mod n)
Ebbdl kdvetkezik p?-re is:

gt i=1 (mod p?)
Az Euler-Fermat tétel szerint:

g¢®*) =1 (mod p?)

Mivel g primitiv gydk, a mod p? RMR minden elemét fel kell vennie g hatvanyainak, tehat

semmilyen ¢ (p?)-nél kisebb j-re nem allhat fenn a kdvetkezd:

gl=1 (mod p?)
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Vagyisa g" ! =1 (mod p?)-bél rogton kovetkezik, hogy ¢ (p?) osztdja (n — 1)-nek. Azaz:

p(p — 1) osztdja (n — 1)-nek. Azonban p osztdja p?-nek osztdja n-nek, ebbdl kdvetkezik,

hogy p osztdja n-nek és (n — 1)-nek. Ez ellentmondas, tehat igaz az allitas.

A tovabbiakban legyen n négyzetmentes! Valasszuk a bizonyitast két részre aszerint, hogy

minden n-hez relativ prim a-ra igaz a kovetkez6 vagy sem:

n—1

az =1 (mod n) 3)

Ha (3) igaz minden n-hez relativ prim a-ra, akkor legyen:

h
n:ql.....qs <a>:_1

Oldjuk meg az alabbi szimultan kongruencierendszert:
w=h (modgq,) w=1 (modgq,),ahol2<i<s

Ekkor (3) miatt:

w2z =1 (mod n)

Azonban:

(%):(9.&_12).....&):(_1).1.....1:_1

Azt akartuk megmutatni, hogy létezik legaldbb egy tanu €s ha (3) teljesiil minden n-hez relativ

a-ra, akkor meg is talaltunk egyet:
n-1 _w
1=w 2 EE(—)=—1 (mod n)

Vizsgaljuk most a masodik esetet, amikor van olyan n-hez relativ prim a szam, amelyre (3)

nem teljestil azaz:

n-—1

az £#1 (modn)
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Mivel egy inkongruencia fennall a modulus legalabb egy primtényezdjére, valasszunk n-nek

alkalmas g, primtényezdjét, tehat:

n—

az #1 (modq,)
Oldjuk meg ezzel az a-val az alabbi kongruenciarendszet:
z=a (mod q,), z=1 (mod q,), ahol2<i<s

Erre a z-re:

n-—1 n—1

z2 #1 (modgq,), =z 2 =1 (modgq;), ahol2 <i<s

n-1 n-1
2

Tehit z 2 sem 1-gyel nem kongruens g, -re, sem —1-gyel q,-re. igy z 2z nem kongruens

+1-gyel n minden primtényezdjére, azaz:

n—1

z 2 £+1 (modn)

Ez a z tanu, mert:

ZnT_l #+1= (E) (mod n)

Ezzel belattuk, hogy Osszetett n esetén mindenképpen létezik n dsszetettségét igazold tani a
Solovay-Strassen-primtesztben.

Bebizonyitjuk, hogy ha mar egyetlen tant létezik, akkor a RMR legfeljebb fele cinkos.
Legyen t és ¢ relativ prim n-hez, t tand, ¢ pedig cinkos. Indirekt médon bizonyitjuk, hogy a

tc szorzat is tant. Tegyiik fel az ellenkezdjét, vagyis:

(tC)nT_l = (%C) (mod n)

Hasznaljuk ki, hogy c cinkos, vagyis:
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Szorozzuk 6ssze a két fenti kongruenciat:

(tc)nT_1 . ch_l = (t_(:) . (%) (mod n)

n

A hatvanyozas és a Jacobi-szimbolum multiplikativ. EQy n-hez relativ prim ¢ cinkos nT_l-edik

n-—1

hatvanya kongruens (C)-nel, ( ) = 41, tehat ¢ z négyzete kongruens +1 négyzetével,

< <
n n
vagyis 1-gyel. Ezt a harom azonossagot felhasznalva adodik a kdvetkezo:
n-1 n-1  n-1 o/ n-1\?  n-d
(tc) 2 -c2 =t2-(c2)5t2 (mod n)

Ez azt jelenti, hogy t is cinkos, de ez ellentmond az indirekt feltevésnek. Tehat
bebizonyitottuk, hogy cinkos és tanll szorzata tantl. Egyetlen t tant 1étezésébdl kovetkezik,
hogy a mod n RMR legalabb fele tanti. Vegyiik ugyanis cy, -*+, ¢ inkongruens cinkosokat s

szorozzuk mindegyiket t-vel. A tcy, -+, tc, mindegyike tanti és paronként inkongruensek.
(Léasd az Euler-Fermat tétel bizonyitasat!)
3. Miller-Lenstra-Rabin-primteszt

A primteszt 1-nél nagyobb pératlan n-ekre mitkodik. Irjuk (n — 1)-et 2%r alakba tgy, hogy r

paratlan legyen és k > 1. Az Euler-Fermat tétel szerint ha n prim, minden a 0 (mod n)-re
a1 =a?" =1 (modn)
Ha n prim, akkor modulo n csak +1 lehet méasodik egységeysk: a2 '7 = +1  (mod n).

Haa?'" = +1 (modn), akkor a2 " = +1 (mod n), és igy tovabb. Ennek alapjan a

teszt pontos megfogalmazasa:

Legyen n > 1 és r paratlan, ahol n — 1 = 2*r. Nevezziik j6 sorozatnak a?’r, ... a? et ha
a” =1 (mod n), vagy van olyan, mely (—1)-et ad n-re maradékul. Ha n prim, akkor
minden a = 1,---,n — 1-re jo sorozatot kapunk. Ha n 0sszetett, akkoraza = 1,---,n — 1

szamok kevesebb, mint felére kapunk jo sorozatot.
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Bizonyitas:

Z,,-ben csak +1 a két masodik egységgyok. Emiatt a?r =1 (mod n)-b6l gyokot vonva
+1-et kell kapnunk. Ha (+1)-et kapunk, akkor az eljarast megismételhetjiik, amig k-adszor is

gyokot vonva a” = +1  (mod n)-et kapunk. Ezzel prim n-ekre belattuk az allitast.

Nem négyzetmentes n-ekre a bizonyitas ugyaniigy megy, mint a Solovay-Strassen-primteszt

igazolasaban lattuk.

Négyzetmentes n-ekre legyen j a legnagyobb szam, melyre még talalhat6 olyan a, hogy:
a?" £1 (modn) (4)

(A maximum létezik, példaul a = —1,j = 0 esetén (-2’ = -1.)

Ekkor n-nek valamely g, primosztojara: a?" £1 (mod q1)- Oldjuk meg ezzel az a-val az

alabbi kongruenciarendszert:
t=a (modq,), t=1 (modgq,), ahol2<i<s
A feltétel szerint:
t?1=a?" £1 (mod q1)
Azonban:
t?1=17r =12 -1 (mod qy), ahol2<i<s

igy t2'7 sem 1-gyel, sem (—1)-gyel nem kongruens modulo n, mig j-nél nagyobb szamokra

(igyV =j+1-re): t27 =1 (mod n), tehét t tanq.
Megmutatjuk, hogy ennek a t tantinak és egy n-hez relativ prim ¢ cinkosnak a szorzata tant.

Egy j-nél nagyobb X szamra:

(tc)¥" =1 (mod n)
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Mivel ¢ cinkos: c?" = +1 (mod n). A t-rél feljebb lattuk, hogy 27T = 41 (modn). A

kettd Osszevetésébol:

(tc)?T £ +1 (modn)

Ebbdl a Solovay-Strassen-primteszt bizonyitasanak utolsé bekezdésében latott modon kapjuk,

hogy az 1,2, ---,n — 1 szamok t6bb mint fele tant.
4. Lucas-primteszt

Legyen n kettdnél nagyobb egész szam. Akkor és csak akkor 1étezik olyan 1 és n kozotti a
széam, melyre a1 =1 (mod n), de (n — 1) minden q primosztéjéra teljesiil az alabbi, ha n
prim:

n-—1
q

ad £1 (modn)

Bizonyitas:

Ha n prim, akkor 1étezik primitiv gyok modulo n, azaz a feltételt kielégitd a szam. Ha létezik
ilyen a szam, akkor annak a rendje (n — 1)-nek osztoja, de nem osztdja egyetlen valodi

osztdjanak sem. Tehat az a szam rendje (n — 1), ezért az n primszam.

Megjegyzés: Az allitas akkor is igaz marad, ha csak annyit tesziink fel, hogy (n — 1) minden

q primtényezdj€hez I€tezik egy olyan g-tol fiiggd a, egész szam, melyre:

n-1
ag 9 £#1 (modn)

5. Proth-primteszt

Legyen n = k - 2! + 1, ahol k egy 2'-nél kisebb paratlan szam. Az n akkor és csak akkor

prim, ha talalhat6 olyan a szam, melyre:

n—1

a2 =-1 (modn)
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Megjegyzés: Ha n prim, akkor a kvadratikus nemmaradékok modulo n alkalmasak. Mivel a
kvadratikus maradékok és kvadratikus nemmaradékok fele-fele ardnyban fordulnak el6 a
(mod n) RMR-ben, igy minden probalkozasban 50% esélylink van alkalmas a-t valasztani.

Ha n 6sszetett, akkor gyakran igaz a kovetkezd:

n—1

a2 #+1 (modn)
Ebbdl biztosan kidertil, hogy 0sszetett.
Bizonyitas:
Ha n prim, akkor a kvadratikus nemmaradékok modulo n alkalmasak.
Ha n Gsszetett, akkor indirekt modon tegyiik fel a kovetkezot:

n—1

a2z =-1 (modn)
Legyen az n szam egy primosztoja p. Ekkor: 2! | o(a) | p — 1, mert:

n—-1 k2l+1-1
2

az =a 2z =a?"=-1 (modn)

Négyzetre emelve: ak? =1 (mod n). Tehat o(a) primtényezds felbontasaban I-edik

hatvanyon szerepel a 2, vagyis 2! | o(a). Tovabba o(a) | (p) =p —1,azaz 2! | p — 1.
Kongruenciaval kifejezve: p =1 (mod 2%). Ezért p = 1 + ¢ - 2!, tovabba:
n=k-2!4+1=1 (mod?2H)

Mivel mind p, mind n kongruens 1-gyel modulo 2!, ezért:

=1 (mod?2Y

<SS

Vagyis:

n=p-—=0+c-2A+d-2)>14cd2®>1+k-2'=n

SRR

Ez pedig ellentmondas.
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6. Pepin-primteszt

Legyen F,, = 22" + 1. Azn > 0 esetén az F, akkor és csak akkor prim, ha

Fp—1
372 =-1 (modE)

Bizonyitas:
Emeljiik négyzetre a kongruenciat:
3fn~1 =1 (modE)

fgy 0(3) 1 22", de 0(3) + 22" Ezért 0(3) = 22". Vagyis legalabb ennyi relativ prim van 0

és F, kozott F,-hez, tehat F, prim. Az Euler-feltétel szerint:

Fp—1

372 = (Fin) (mod E,)
A22=1 (mod 3).Ezt (n — 1)-szer négyzetre emelve: 22" =1 (mod 3). Emiatt:
E,=—-1 (mod3)
E,—1=22"=0 (mod4)

A kvadratikus reciprocitasi tétel szerint:

7. Pocklington-primteszt

Legyen N > 1 egész szam, g > VN — 1 primosztdja az N — 1-nek. Az N biztosan prim, ha

taladlunk olyan a szamot, amelyre:

N-1
a¥1'=1 (modN) és (aT — 1,N) =1
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Megjegyzés: Ha az elso feltétel nem teljesiil, akkor az Euler-Fermat tétel miatt N biztosan

Osszetett szam. Ha
N-1
1<<a a —1,N><N,
akkor N-nek még egy osztojat is megtalaltuk. Ezért tekinthetnénk primfaktorizacionak, amely
el6tt végrehajtottunk egy Fermat-primtesztet.
Bizonyitas:

Indirekt modon tegyiik fel, hogy N Gsszetett. Ezért 1étezik p < VN primosztoja. Tehat p < q,
igy (p — 1,q) = 1. Ezért egy alkalmas u-ra:

ug=1 (modp-—1)

Aza""1'=1 (modN) miatta¥ "1 =1 (mod p). Ezért:
N-1 U4 N-1
(aV"Hu = (a q ) =a 4 =1 (modp)
Ez viszont ellentmond az alabbi feltételnek:

N-1
(aq —1,N)=1

Tehat igaz az allitas.
Alprimek

1. Fermat-féle alprimek

Az n paratlan sszetett szamot b alapra nézve Fermat-féle alprimeknek nevezziik, ha

Inko(b,n) =1ésb™ 1 =1 (mod n) teljesiil.

Tétel: Minden b alapra nézve végtelen sok alprim van.
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2p_

Bizonyitas: Legyenp > 2 ésn = bb2_11 ésb £ +1 (mod p). EKkor n alprim b alapra

nézve. Ugyanis:

CbP—1 bP 1
"TP-1 bh+1

=P +bP 24+ b+ D)BP PP 2L~ b+ 1)

2p_q

fgy n paratlan és osszetett. A b =1 (mod n), hiszen n = 2 | b?P — 1, de a kis

b?%-1

Fermat-tétel szerint:
b?? = b2(bP~1)2 = b2 (mod p)
Mivel n(b? — 1) = b?? — 1, ezért n(b? — 1) = b?? — 1 (mod p), igy

n(b? —1) = b? —1 (mod p), mivel a feltételek szerint Inko(b? — 1,p) = 1, hiszen b + 1

nem oszthatd p-vel. A kongruenciat egyszerusitve kapjuk:
n =1 (mod p), de n paratlan, ezértn =1 (mod 2p) isigaz, azaz 2p | n — 1.

fgyn | b?? —1|b™" 1 —1,azazb™* =1 (mod n) is teljesiil, vagyis n alprim b alapra
nézve. Hap > b + 1, akkor b # +1 (mod p) magatdl érthetden, igy végtelen sok p prim

talalhato a tételhez, azaz végtelen sok alprim van minden b alapra. Tehat igaz az allitas.

Tétel: Ha Inko(by,n) = Inko(b,,n) = 1 és n alprim b4, b, alapokra, akkor n alprim b, b, és

b,b;* alapokra is.

Bizonyitas: A b1 =1 (modn) és b1 =1 (mod n) a feltételek miatt, de akkor
(bib)" 1 = b 1p"1 =1 (mod n), vagyis a b, b, alapra nézve is alprim. Tovabba
(byb; D)™ = b2 1(pF 1)~ =1 (mod n), vagyis a b, b5 ! alapra nézve alprim.

Tétel: Legyen Inko(b,n) = 1. Ha n csak egyetlen b-re is bukjaa b1 = 1 (mod n)

Fermat-tesztet, akkor a (mod n) maradékosztalyok legalabb felét bukja.

Bizonyitas: Az el6zd tétel miatt b alapok, melyekre b1 = 1 (mod n) teljesiil Z,,
multiplikativ csoportjaban egy részcsoport, igy, ha ez nem egyenld Z}, csoporttal (vagyis

létezik b, melyre inko(b,n) = 1 és b™ 1 £ 1 (mod n)), akkor mivel részcsoport, igy rendje
legfeljebb lZZ—”l Ez azt jelenti, hogy a redukalt maradékosztalyok legalabb felét bukja a teszt.

Tehat igaz az allitas.
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Megjegyzés:

1. Ha az n paratlan Gsszetett szam nem minden relativ prim b alapra nézve Fermat-féle alprim,

akkor a redukalt maradékosztalyok legalabb felére nem alprim, igy

b™" 1 =1 (mod n) ellenérzése j6 valosziniiségi primtesztelést ad. E16szor n-et teszteljiik egy

véletlen 1 < b < n alapra, ha Inko(b,n) > 1, akkor n dsszetett. Ha nem, akkor
b™" 1 =1 (mod n)-et kiszamitjuk O(log3n) bitoperacioval ismételt hatvanyozassal.

Ha a maradék nem kongruens 1-gyel modulo n, akkor n megint nem prim, egyébként egy

masik 1 < b’ < n-re teszteljiik. Ha a két teszt fliggetlen, akkor legfeljebb % % = i

valoszintiséggel éli tul a két tesztet. A K darab b-vel tesztelve legfeljebb iK valoszintiséggel
2

éli tal.

2. A Legendre szimbd6lum tulajdonsaga, hogy p paratlan prim és inko(b,n) = 1 esetén
b = (%) mod p) teljesiil

2. Carmichael szamok (Univerzalis alprim)

Az n Osszetett szamot Carmichael szamnak nevezziik, ha minden n-hez relativ prim alapra

Fermat-féle alprim, azaz Inko(a,n) = 1 eseténa™* =1 (mod n).
Tétel: (Korselt-kritérium)

Az n Osszetett szam akkor €s csak akkor Carmichael szam, ha n négyzetmentes és minden p

primosztojarap — 1 | n — 1 teljesiil.
Megjegyzések:

1. A tételbol kovetkezik, hogy minden Carmichael szam paratlan, hiszen barmely
négyzetmentes paros Osszetett szamnak (melynek tehat csak egyszeres primtényezdje a 2) van
legalabb egy paratlan primtényezdje, ezért a p — 1 | n — 1 kifejezés szerint paros oszt

paratlant, ami ellentmondas.
2. A kritériumbol kovetkezik az is, hogy a Carmichael szamok ciklikusak.

3. Az eddigiekbdl az is kovetkezik, hogy egyik Carmichael szamnak sincsen pontosan két

primtényezdje (nem félprimek).
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Tétel: (Alford, Granville, Pomerance 1994.)

2
Végtelen sok Carmichael szam van. Ha n elég nagy, akkor legalabb n7 Carmichael szdm van

n-ig.

Megjegyzések:

1. Korselt volt az elsd, aki megallapitotta a Carmichael-szamok alapvetd tulajdonsagait, de

anélkiil, hogy egyetlen példa is ismert lett volna eldtte.

2. 1910-ben Carmichael talalta meg az els6, egyben legkisebb ilyen szamot, az 561-et, innen a

,,Carmichael-szam” elnevezés.
3. Az, hogy az 561 Carmichael-szam, jol lathat6 a Korselt-féle kritérium alapjan:
lgaz, hogy az 561 = 3 - 11 - 17 négyzetmentes, tovabba 2 | 560 és 10 | 560 és 16 | 560.

4. Valbjaban az elsé hét Carmichael-szamot a cseh matematikus, Vaclav Simerka talalta meg
1885-ben (ezzel Carmichael mellett Korseltet is megeldzve). Ezek: 561, 1105, 1729, 2465,
2821, 6601, 8911.

5. J. Chernick 1939-ben igazolt egy tételt, aminek segitségével a Carmichael szamok egy
részhalmaza el6allithato A (6k + 1)(12k + 1)(18k + 1) alaka szamok Carmichael szdmok
abban az esetben, ha a szorzat mindharom tényezdje primszam. Nyitott kérdés, hogy ez a

képlet végtelen sok Carmichael szamot eldallit-e.
6. Gérard P. Michon hasonldé modszert alkotott Carmichael szamok 1étrehozasara:

Legyen m 3-mal oszthaté és m = 326 (mod 616). Haa (7m+ 1)(8m + 1)(11m + 1)

szorzat minden tényezdje prim, akkor ez Carmichael szam.
7. Michon moédszerével egy 1000 jegy(i Carmichael szam eléallitasa:
(12936 - 1032° — 59827428149) - (14784 - 1032° — 68374203599) - (20328 - 1032° — 94014529949)

8. Loh és Niebuhr 1992-ben néhany igen nagyméretli Carmichael szamot allitottak eld, koztiik

egy tobb mint 16 milli6 jegyiit, 1 101 518 primtényezdvel.
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9. Erdés Pal csoportelméleti megfontolasai és modern szamitdogépes algoritmusok
segitségével 2012 juliusaban eldallitottak egy tobb mint 10 millidrd primtényezdvel

rendelkezd és tobb mint 300 millidrd jegyli Carmichael szamot.
3. Euler-féle alprimek

, . , , 2L (b b
Legyen n paratlan Osszetett szam. Ha Inko(b,n) = 1ésbh 2 = (Z) (mod n), (ahol (;)
Jacobi szimbolum) teljesiil, akkor n-et Euler-féle alprimnek nevezziik b alapra nézve.

Tétel: Ha n Euler-féle alprim b alapra nézve, akkor ugyanerre az alapra nézve Fermat-féle

alprim is. Visszafelé nem feltétleniil igaz.

n-—1

Bizonyitas: A feltétel szerint b 2 = (%) (mod n), de (S) = +1 (mod n). igy az elébbi
kongruenciat négyzetre emelve: b1 = 1 (mod n), vagyis b-re nézve Fermat-féle alprim.

Tehat igaz az allités. A forditott iranyhoz ellenpélda: b = 3,n = 91.
Tétel: Minden a alapra végtelen sok Euler-féle alprim van.
4. Catalan alprimek

Az n paratlan Gsszetett természetes szam akkor Catalan-alprim, ha n teljesiti a kovetkezo

kongruenciat:
n-1
(=1)2 - Cr-1=2 (modn)
2

A C,, az m-edik Catalan szdmot jel6li. A kongruencia igaz minden paratlan primszamra is.

Eddig minddssze harom Catalan-alprim ismeretes: 5907, 1194649 és 12327121, melyek koziil
a két utobbi szam Wieferich-prim négyzete. Altalaban is igaz, hogy ha p Wieferich-prim,

akkor p? Catalan-féle alprim.
5. Eros alprimek
Legyen n természetes paratlan Osszetett szdm. Ha

n—1=2%-m,ahols > 0 és mparatlan,lnko(b,n) =1ésb™ =1 (mod n), vagy
létezik 7:0 < r < s,hogy b2 ™ = —1 (mod n), akkor n-et erés alprimnek nevezziik b

alapra nézve.
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Tétel: (A.O.L. Atkin és R. Larson) Ha n er6s alprim adott a alapra, akkor Euler-féle alprim is
az a alapra.

Tétel: (Malm) Ha n (4k + 3) alaka Euler-féle alprim adott a alapra, akkor erés alprim is az

adott a alapra. Vagyis a (4k + 3) alaku szamok korében a két fogalom megegyezik.

Bizonyitas: Legyen az n egy (4k + 3) alakt egész szam. Ezért n — 1 = 2d, ahol d paratlan.
n—-1
d —

A feltétel szerint Euler-féle alprim, ezérta 2 = a“ = (%) (mod n). A Jacobi szimbdlum a

+1, igy az n erds alprim is az adott a alapra. Tehat igaz az allitas.

Tétel: Ha n paratlan Gsszetett szam és n # 9, akkor n er6s alprim a redukalt

maradékosztalyok legfeljebb i-ére. Legyenn = 2% -q + 1,ahol s = 1. Ekkor:

IR,| =1 {1 <a<n}|lnko(a,n) =1ésa?=1 (modn)vagy
2J . 1
a“?=-1 (modn),ahol0<j<s—-1I|< Z(p(n)

Kovetkezmény:

Ha n paratlan egész szam ¢és k darab véletlen 0 < b; < b, < - < by < n,Inko(b,n) =1
szammal teszteljiik n-et a Miller-Rabin teszttel, akkor legfeljebb %k valoszintiséggel éli tul a

tesztet.

Primfaktorizacio

A primfaktorizéacio soran egy adott dsszetett szam primtényezdinek a meghatarozasat
kell elvégezni. A probaosztdsos modszer nagy 0sszetett szamok esetén a gyakorlatban nem
miukodik. A nehézséget az jelenti, hogy olyan sok probalkozast kellene szamitogéppel
végrehajtani, amihez évmillidardok sem elegenddk! A probaosztasos modszerek
tovabbfejlesztett valtozatai is nagyon ,,lasstiak”. Példaul egy 500 jegyli 6sszetett szamot,
amelynek nincsenek kis primosztoi, illetve nincs valamilyen specidlis tulajdonsaga, a napjaink
leggyorsabb szamitdgépei sem képesek belathatd idon beliil tényezOkre bontani. Turing gépen
nem ismert polinom idejii algoritmus erre a feladatra. Jelenleg csupan Dixon algoritmusa

bizonyitottan szubexponencialis futaside;jii.
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A primfaktorizacio6 torténete

A primfaktorizaci6 problémajanak megsziiletése i.e. 300 kérnyékére tehetd, ekkor
sziiletett ugyanis a gérdog Euklidész. Bar munkassaga foként a geometria révén ismert, 0
definidlta el6szor a primszamokat és kimondott a szamelmélet alaptételével ekvivalens
allitasokat is. A szamelmélet alaptétele kimondja, hogy minden egész szam felirhato
primszamok szorzataként, Iényegében egyértelmiien. A primfaktorizacié feladata ennek a
felirasnak a megkeresése. Mivel a primfaktorizacionak az 1970-es évekig nem volt nagy
gazdasagi és elméleti jelentdsége, ezért a kor matematikusai kevés figyelmet forditottak a
kérdésre. Egészen Fermatig nem is sziiletett a probaosztasnal gyorsabb algoritmus a feladat
megoldasara, az 6 gondolatai viszont visszakdszonnek még a mai modern algoritmusokban is,

igy tle érdemes szamitani a probléma torténelmét.

Fermat algoritmusanak alapja, hogy minden pératlan N szam felirhato két négyzetszam

2 2
kiilonbségeként, mivel ha N = ab, akkor N = (a%b) - (az—b) . Ekkor a jol ismert azonossag

miatt N = x? — y? = (x + y)(x — y), azaz ha valamilyen modon taldlunk olyan X,y part

amire N = x? — y?, akkor osztét is taldltunk. Fermat modszere kiilonbozd x-ekre ellendrzi,

hogy x? — N négyzetszdm-e, mert ha igen, akkor meg is talaltuk a keresett x,y = Vx2 — N
part. Ez az algoritmus nagyon gyors, ha a keresett osztok kozel vannak egymashoz, egyébként
viszont a probaosztasnal is lassabb. Az algoritmus 6tletén alapszik a kvadratikus szita és a

GNES algoritmus is, melyeket késébb targyalunk.

Euler nevéhez fiizodik a relativ primeket szamlalo Euler-fiiggvény, illetve kidolgozott
egy specialis alaku szamokat faktorizal6 algoritmust is. Fermat modszeréhez hasonldan 6 is
négyzetszamokkal dolgozik, de az algoritmusaban a faktorizalando egészet négyzetszamok
osszegekeént kell felirni, kétféleképpen. (Nem minden egész irhat6 fel igy, ebbdl adodik a

specialis alak.)

Ezt kovetden Legendre munkassaga lenditette eldre a faktorizacié problémajat.
Kétszaz évvel késobb a Legendre-szimbolum hasznalata lesz a kvadratikus szita alapja, a
kongruens négyzetek Otletére pedig tobb algoritmus is sziiletik (a modern algoritmusok nagy

része ezt hasznalja).
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1801-ben Gauss kiadta élete f6 miivét, a Disquisitiones Arithmeticae-t, amely tobb
modszert és Gtletet is tartalmaz az egészek primfelbontasardl. Gauss munkaja és foleg az

eliminaciods eljarasa nélkiil a késébbiekben targyalt algoritmusok nem mitkddhetnének.

Az 1800-as évek végén tobben mechanikus, illetve elektromos gépekkel igyekeztek
kivaltani a hosszadalmas kézi szamolasokat. 1896-ban Lawrence mutatta be terveit egy szitald
géprol, mely egy mozg6 papirt lyukasztott ki azokon a pontokon, ahol az algoritmus
megengedett maradékhoz ért. Lawrence gépe végiil soha nem épiilt meg, de dtlete hasonld

elvekkel miikodo gépek sziiletését vonta maga utan.

1910-ben Maurice Kraitchik, G'erardin és a Carissan testvérek is épitettek ilyen
gépeket. Koziilikk a Carissan testvérek munkéja érte el a legjobb eredményt gyorsasagban, de

az 6 gépiiket is kézzel kellett még hajtani.

Az els6 automatikus szitald gépet D. H. Lehmer épitette 1926-ban, majd - kdvetve a
technika fejloddését - Gijabbakat készitett. Az elsé még egy bicikli lancot hajté villanymotorbol
allt, késébb napelemeket (1932), 16 mm-es mozi filmet (1936), végiil analog késleltetoket
(1965) hasznalt gépeihez.

Az 1940-as évek kozepén a szamitogépek fejlédése elérte azt a pontot, hogy
legy6zhették a mechanikus gépek gyorsasagat, bar ekkor még nem léteztek j6 implementaciok

a meglévd algoritmusokra.

1970-ben Daniel Shank valtoztatott ezen, algoritmusa (SQUFOF) megtette az elsd
1épést a szamitogépek gydzelme felé. Ezutan évekig az 6 modszerét hasznaltak jo

eredményekkel.

1974-ben Pollard a (p — 1), 1975-ben pedig a p-modszer bemutatasaval szerzett
hirnevet, algoritmusai specialis céluak, azaz nem alkalmazhat6ak minden szdmra. Az elsd
altalanosan alkalmazhato eljarast Morrison €s Brillhart mutatta be szintén 1975-ben. Az

algoritmusuk (CFRAC) néhany évig a leggyorsabbnak szamitott.

1983-ben C. Pomerance QR-algoritmusaval sikeresen faktorizalt 70-jegyli szamokat, a
CFRAC osztasait elkeriild (altalanos célil) algoritmus ezzel atvette a leggyorsabbnak jaro
helyet. (Valojaban a szitalo gépek nagyon gyorsnak szamitanak még ma is, Williams egy
faktorizald gépe 2 - 1012 probat végzett masodpercenként, ami egy atlagos szamitogépnél kb.

1 milliészor gyorsabb szamolast jelent!
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Az attorést valdjaban a programok parhuzamosithatdsaga és a bonyolultabb

algoritmusok jelentették, amiket mar igen nehéz volna mechanikus gépeken "futtatni".

1987-ben Lenstra keze altal megsziiletett a maig leggyorsabb specialis céli algoritmus

(ECM), melynek érdekessége, hogy mddszere teljesen eltér az addig alkalmazottaktol.

1988-ban Pollard korlevélben tajékoztatta kutatd tarsait ) otletérél (SNFS), az ebbol
sziiletd algoritmus fejlesztett valtozata (GNFS) az altaldnos célu algoritmusok kozott a
leggyorsabba valt. Az elmult 30 évben az GNFS sebessége kiilonbozé matematikai ill.

implementaciods trilkkkokkel nott, de mas nagy eredmény nem sziiletett a témaban.

1994-ben Peter Shore bemutatta az elsé kvantumszamitogépekre irt algoritmusat,
mellyel polinom idében faktorizalhatd barmely 0sszetett szam. Az algoritmus erésen épit
kvantum-jelenségekre, igy amig varnunk kell a kvantumszamitogépek igazi megsziiletésére és

elterjedésére, addig ez az algoritmus f6ként elméleti jelentdséggel bir.

Faktorizacios algoritmusok

A faktorizacids algoritmusok két csoportra oszthatdk, a specialis és az altalanos céli
algoritmusok csoportjara. A specialis célu algoritmusok az egész szamok egy halmazéra
alkalmazhatok sikeresen (ilyen példaul azon szamok halmaza, melyeknek csak kis osztoik
vannak vagy az osztok szomszédjai ilyenek). A specialis célu algoritmusok ezeken a
szamokon gyorsak, de a halmazon kiviil vagy lasstiak, vagy teljesen kudarcot vallanak. Az
altalanos célt algoritmusok barmely egész szamra alkalmazhatoak, de ugyanannyi id6 alatt
faktorizaljak a sima egészeket, mint példaul az RSA modulusokat. Igy egy véletlenszertien
vélasztott szamra csak akkor érdemes alkalmazni 6ket, ha a specialis célu algoritmusokkal
mar kudarcot vallottunk. Minden a - kdvetkezdkben - targyalt algoritmus felteszi, hogy a
faktorizalando szam Gsszetett, igy minden esetben tesztelniink kell elész6r annak prim voltat.
Ezt hatékonyan megtehetjiik valamelyik valoszinliségi primteszttel vagy ha biztosra akarunk

menni hasznalhatjuk a polinom idejii AKS-algoritmust is.
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1. Specialis célu algoritmusok

A specidlis célu algoritmusok a nehezen faktorizalhatd szamokon altalaban elbuknak,
de egy véletlenszerlien valasztott szamnak nagy valoszintiséggel vannak kis oszt6i, ezeket

pedig a leggyorsabban a specialis célu algoritmusokkal taldlhatjuk meg.

Legtobbszor nem tudjuk, hogy a faktorizalandé szdm melyik algoritmus specialis
halmazéba tartozik, ezért azt sem, hogy melyiket érdemes hasznalnunk. A gyakorlatban, ha
kis szdmot kell faktorizalnunk, akkor a prébaosztassal és a p modszerrel probalkozzunk.
Egyéb esetekben az ECM algoritmussal valaszthatjuk le a kis osztokat, s ha még igy sem
jartunk teljes sikerrel, akkor érdemes attérni az altalanos célu algoritmusokra és bevetni a QR

algoritmust vagy a GNFS-t. A legegyszer(ibb specialis célu algoritmus a probaosztas.
1. Probaosztas (trial division)

A probaosztas a leglassabb, viszont a legkonnyebben megérthet6 algoritmus, mellyel
taldlkozhatunk a témaban. Alapgondolata, hogy ha n a faktorizadland6 egész, akkor teszteljiink
le minden 1-nél nagyobb, de n-nél kisebb egész szamot, hogy osztdja-e n-nek. Ha osztot
talaltunk irjuk le, majd folytassuk a tesztelést az n/{a taldlt oszté} szammal. Nyilvan n minden
osztoja beleesik az 1, . . ., n intervallumba, igy el6bb vagy utobb megtalaljuk a teljes
felbontast. Erdemes meggondolni, hogy az egészek 80%-anak van 100-nal kisebb osztoja,
92%-anak pedig 1000-nél kisebb. Igy bér ez az algoritmus egy olyan szamot, aminek csak

nagy oszto1 vannak nagyon lassan faktorizal, de egy "atlagos" szdmnak gyorsan talal osztot.

Mivel a primeken kiviil minden n egésznek van osztdja a {2,3,4, e [\/ﬁ]} halmazban,

igy valojaban a tesztelést nem sziikséges folytatnunk [\/ﬁ] utan. Konnyen lathat6 az is, hogy a
probaosztas (az osztasok sorrendje miatt) minden esetben prim osztokat talal. Kihasznalhatjuk

ezt Gigy, hogy a tesztelés soran minden dsszetett szamot kihagyunk. A {2,3,4, -+, k}

halmazban nagyjabol Togx Prim talalhat6 a primszamtétel szerint, igy jelentdsen csokken a

tesztelések szama ezzel a mddszerrel.
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Az Osszetett szamok kihagyésa felveti a kérdést, hogy hogyan menjiink végig a
primeken. Osi modszer Eratoszthenész szitaja, mellyel kiszitalhatjuk n-ig az osszetett
szamokat O(n(log n)(log(log(n)))) bitmiivelettel. Ekkor tarolhatjuk egy listaban a megmaradt
primeket, igy elkeriilve, hogy minden hasznalatkor el6 kelljen allitani azokat. A lista tarolasa
viszont tarhelyigényes, ami nem mindig all rendelkezésre, példaul szamologépek esetén sem.
Primlista helyett generalhatunk olyan pszeudo-prim sorozatot, ami lefedi a primek halmazat.

Ilyen példaul a kovetkezo:
2,3,6k +1 aholk > 0 egész szam

Konnyen igazolhato, hogy a sorozat tényleg jo, hiszen ha | €{0, 2, 3, 4}, akkor
minden 6k+1 alakt szam 2 vagy 3 tobbszorose. Természetesen kapunk néhany dsszetett
szamot is a sorozatban, de az a kevés osztas amit ezekre kell forditanunk, nem nagy ar a lista

elkeriléséért.

Tobb modot is valaszthatunk a sorozat eléallitasara. Példaul ha 5-tel kezdiink, majd
felvaltva 2-t és 4-et adunk az aktualis szamhoz, akkor megkapjuk a sorozatot és raadasul

elkertiljiik a szorzasokat is. Ezt a megoldast vazoljuk a kovetkezokben:
1.Han =0 (mod 2), legyen p = 2 és alljunk le, az eredmény p.

2. Han =0 (mod 3), legyen p = 3 és alljunk le, az eredmény p.

3. Legyen p =3 Legyen b = 2.

4. Amig p < +/n, legyenp =p + b.

Han = 0 (mod p), alljunk le, az eredmény p.

Legyen b =6 —b. A probaosztas idé komplexitasa 0(vn).

Latni fogunk ennél sokkal gyorsabb algoritmusokat is a kdvetkezdkben, de ezért

bonyolultsaggal fogunk fizetni.
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2. A p médszer (The rho method, Pollard’s rho)

1975-ben Pollard bemutatta az ij Monte Carlo mddszerét, aminek egy valtozataval 5
évvel késobb sikeresen faktorizaltak a 8. Fermat-szamot. A p mddszer alapja, hogy ha el
tudunk allitani olyan a4, a, egészeket melyekre a; = a, (mod p), ahol p az n egy
nemtrivialis osztdja, akkor a kiilonbségiiket véve p egy tobbszordsét kapjuk, amibdl Inko
miivelettel jo eséllyel kinyerhetd p, (ha éppen n tobbszorosét kapjuk, akkor nem tudjuk

kinyerni).

Mivel éppen p-t keressiik, ezért nem tudjuk eldonteni az a,, a, egészekrél hogy
kongruensek-e, viszont kiszamolhatjuk régton Inko(n, a, — a,)-et és ha szerencsések

vagyunk, akkor egy oszt6t kapunk.

A gyakorlatban a4, a, helyett egy a4, a,, :--, a; sorozatot hasznalunk, melyet

rekurzivan, egy f egész egyiitthatos polinommal allitunk el6:

U1 = f(am) (modn)

Ez a sorozat nyilvan ciklikus és (mod p) sokkal hamarabb valik azza, mint (mod n).

Ha ennek a ciklusnak a hossza t, akkor a,, = a,,4+; (mod p), de nagy valdsziniiséggel

A E Amse (mod n) és igy kinyerhetjiik a keresett osztot a fent leirt modon. Altalaban
f(a) = a? + c alaka polinomokat hasznalunk, valamely ¢ > I egésszel és aq = 1

kezddértékkel. Pollard algoritmusa Floyd modszerét hasznalja a ciklus megkeresésére:
l.Legyena=b=2,c = 1.

2. Legyen f.(x) = x? + ¢ (mod n).

3. Legyen a = f.(a), b = f.(f.(b)).

4. Legyen d = Inko(a — b,n).

5.Hal<d <n,azeredmény p = d.

6. Ha d = 1, akkor menjiink 3-ra.

7. Ha d = n, akkor legyen ¢ = ¢ + 1 és menjiink 2-re.
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Az emlitett 8. Fermat szam faktorizaciojat Richard P. Brent talalta meg 1980- ban. A
faktorizacio 2 oraig tartott egy UNIVAC szamitogépen. (A UNIVAC a UNIVersal Automatic
Computer kifejezés roviditése, ez volt 1951-ben az els6 kereskedelmi szamitogép

Amerikaban, alkotoi J. Presper Eckert és John Mauchly, az ENIAC feltalaléi.)

Brent modositott algoritmusa koriilbeliil 25%-al gyorsabb, mint az eredeti Pollard
féle, ezért altalaban az 6 verziojat hasznaljak a gyakorlatban. A kiilonbség csak a ciklus

megkeresésében van, Brent a sajat modszerét hasznalta erre.

Pollard p algoritmusanak id6 komplexitasara csak sejtésiink van: ha p a faktorizalando

negy osztdjaés p = 0(\/5), akkor a varhat6 futasi 1d6:

1
0(p) = 0 (ni)
3. A p — 1 médszer (Pollard's p — 1 method)

Pollard masik faktorizacios modszere a p—1 modszer, melyet szintén 1975-ben
mutatott be. A modszer a Kis Fermat-tételt hasznalva hatékonyan bontja primtényez6kre
azokat az egészeket, amelyeknek valamelyik p primosztdja esetén p—1 B-sima, ahol B

viszonylag Kicsi.

Az algoritmus 6tlete, hogy ha p — I B-sima, akkor egy n-hez relativ prim a-ra a?' — 1
oszthato p-vel a Kis Fermat-tétel szerint, de reményeink szerint n-el nem, mert ekkor az 0szt6
kinyerhet6 Inko szamolassal. A gyakorlatban B!-nal alacsonyabb kitevét is hasznalhatunk,

mivel az algoritmus triikkje abban rejlik, hogy a® — 1-nek rengeteg osztdja van, ha ¢ sima.
Az algoritmus:
1. Valasszuk ki a B simasagi korlatot.

2. Valasszunk a-t.
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3. Minden g < B primre:

In(n)
()l

- Legyens = [

- Legyen a = a? (mod n).
4. Legyen p = Inko(a — 1,n).
5.Ha 1 < p < n, akkor az eredmény p egyébként valasszunk 0j a-t és menjiink 3-ra.

Pollard p — I algoritmusanak varhat6 futasideje:

In(n)
0 <B ln(B))

4. A p + 1 modszer (Williams's p + 1 method)

Hugh C. Williams 1982-ben mutatta be méodszerét, amely Pollard p — 1 modszerének

egy variansa Lucas sorozatokkal. A modszer alapja Vy, kiszamolasa kiilonb6z6 M-ekre,

2_
ugyanis ha a faktorizaland6 n egy p primfaktorara (P P4Q) =—1ésp+1|M,akkorVy, —2

oszthato p-vel. Jo eséllyel n { V,, — 2 és igy p kinyerhet6 Inko szamolassal.

P2-4Q

Természetesen nem tudjuk elére ( ) értékét, igy érdemes tobb P-vel

P%2-4Q

probalkoznunk. Ha ( ) = 1, akkor Williams p + 1 modszere azonos Pollard p — 1

modszerének egy lassabb valtozataval.

M-re gyakran az 1, 2!, 3!, 4!, . . . sorozatot hasznaljuk, ekkor Q = 1 és P # +2 esetén

erdemes Vi, -t a V(j_1)-bdl szamolni a kovetkezo rekurzidval:
Ui = U (P)Up, (Vi (P))

Vink = Vi (Vi (P))
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Pollard ¢s Williams modszereit Eric Bach és Jeffrey Shallit altalanositotta korosztasi
polinomokra. Modszeriikkel hatékonyan faktorizalhatd n, ha ¢, (p) sima. Sajnos k = 2 folott
egyre kisebb az esély ra, hogy ¢ (p) sima legyen, igy ezek a modszerek a gyakorlatban nem

olyan hatékonyak.

5. Faktorizalas elliptikus gorbékkel (Elliptic Curve Method, ECM)

Hérom évvel a p + 1 mdédszer bemutatasa utan, 1985-ben Lenstra az elliptikus gorbék
hasznalatat javasolta faktoridlishoz, 6tletét Brent csiszolta tovabb. Ezzel megsziiletett a
leggyorsabb specialis célu algoritmus. Az ECM alapjaiban hasonlit Pollard p — 1
modszeréhez, a kiilonbség az algebrai struktira amiben dolgoznak. Pollard a Z/nZ
multiplikativ csoportot hasznalja, Lenstra pedig az elliptikus gorbékkel definialt csoportjat

(szintén mod n).
Az algoritmus:

1. Valasszunk véletlenszerlien egy elliptikus gorbét Z/nZ felett. Ezt megtehetjiik ugy,
hogy véletlenszeriien valasztunk egy P = (x,y) # (0,0) szampart X, y (mod n) értékekkel,
valamint egy szintén véletlenszerii a-t, majd az y? = x3 + ax + b (mod n) egyenletet

atrendezve meghatarozzuk b-t.
2. Valasszunk egy B simasagi korlatot. Legyen e a B-nél kisebb primek szorzata.

3. Szamoljuk ki a gérbén eP (mod n)-et. A szorzast szamoljuk ismételt 6sszeadassal.
Ha a formulaban szerepl6 hanyados (a meredekség) u/v és Inko(u, n) = 1, akkor v =10 (mod n)
esetén a gorbén definialt co elemet kaptuk. Ha Inko(v, n) nem 1 vagy n, akkor az 6sszeadas
egy a gérbén nem értelmezett pontot ad, ez mutatja, hogy az elliptikus gérbénk nem csoport

mod n. (De fontosabb, hogy Inko(v, n) nemtrivialis oszto!)
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- Ha ki tudtuk szamolni eP-t, vagyis nem iitkoztiink nem invertalhaté elembe, akkor

kezdjiik elolrdl az algoritmust j gorbével és kezdéértékkel.

- Ha a szamitas soran kP = co-be litkoziink, akkor kezdjiik elolrdl az algoritmust 1)

gorbével és kezddértékkel.
(Hiszen ezen a ponton nem tudnénk taljutni, mivel © + . . . 4 00 = c0)

- Ha a szamitas soran valahol Inko(v, n) nem 1 vagy n, akkor megtalaltunk egy

nemtrivialis osztot.
Az algoritmus mitkddése azon alapszik, hogy ha p és g két kiillonbdz6 primosztdja

n-nek és y2 = x3 + ax + b (mod n) fennall, akkor az egyenlet igaz mod p és mod q is. Ezek
a gorbék mar biztosan csoportot alkotnak, és Lagrange tétele szerint, ha az eredeti gorbén egy
P pontra kP = o (mod p), akkor k osztdja a csoport rendjének. Ez természetesen g-ra is igaz,
¢s ha az elliptikus gorbét véletlenszeriien valasztottuk, akkor a két csoport rendje p + 1-hez,

illetve q + 1-hez esik kozel.

Mivel annak az esélye nagyon kicsi, hogy a két csoport rendjének faktorai
megegyeznek, ezért amikor az algoritmus soran kP = o (mod p), akkor valdszintileg mod q ez
nem igaz. Ekkor kP nincs rajta az eredeti gorbén és a szamolas soran talalt v-re, Inko(v, p) =p

vagy Inko(v, g) = g, de nem egyszerre. Igy Inko(v, n) egy nemtrivialis oszt6t ad.

Ha p az n legkisebb primosztdja, akkor az ECM algoritmus varhato futasideje:

0 (e (\/E+0(1))-ln(p)-ln(ln(p)))
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2. Altalanos célu algoritmusok

Az altalanos célu algoritmusok barmely Gsszetett szam ellen bevethet6k, egyetlen
hatranyuk a specialis céli algoritmusokkal szemben, hogy ugyanannyi id6 alatt faktorizaljak a

feladat szempontjabol egyszerii Szamokat, mint a legnehezebbeket.

Ez azért okoz gondot, mert ezen algoritmusok szamitogépes implementécioi altalaban
nagy memoria és szamitasigénnyel rendelkeznek. igy eléfordulhat, hogy sokkal tovabb tart a
konnyen felbonthatd szamokat faktorizalni altalanos cél algoritmussal. Erdemes ugy
gondolnunk rajuk, mint az utols6 alkalmazandé modszerekre, hacsak nem tudjuk elére, hogy
massal nem érhetiink el eredményt. Minden itt targyalt algoritmusrol elmondhatd, hogy

Legendre kongruens négyzetekrdl szol6 otletén alapul.
Definicid (Legendre kongruencidja):

Legyen x,y egész,0 < x <y < n,x + y # n. EKkor Legendre kongruencidjanak a

kovetkezo egyenletet nevezziik:
x? =y? (modn)

Tegyiik fel, hogy valamilyen médon talaltunk egy X, y part, mely kielégiti Legendre
kongruenciajat. Ekkor jo eséllyel Inko(n, x + y) vagy Inko(n, x — y) egy nem trivialis osztdja

n-nek, mivel:
x2=y? (modn) o nlx?—y? o nl(x+y)(x—y)

Konnyen igazolhat6 (a lehetdségek felsorolasaval), hogy 2/3 eséllyel kapunk
nemtrivialis osztot. A triikk az egészben a feltételek enyhitése. Fermat modszerénél olyan X, y
part kerestiink, melyre x? — y2 = n, mert ekkor biztosan fel tudjuk bontani n-et. Sajnos ilyen

X, Y parbol elég kevés van, gyakorlatilag az osztok szdmaval aranyos a mennyiségiik.

Legendre modszerénél pedig n egy tobbszorosét faktorizaljuk és reménykediink, hogy
a Inko miivelettel jo helyen vagtuk el a szamot. Természetesen az algoritmusok jol kezelik a
2/3-os valoszintiséget, minden modszer torekszik arra, hogy ha egyszer eljutunk idaig, akkor

sikertelenség esetén kevés plusz szamoléssal Gjra probalkozhassunk.
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1. Faktorizalas lanctortekkel (Continued Fraction Method, CFRAC)

1931-ben D. H. Lehmer és R. E. Powers mutattak be az elsé modern lanctortekkel
faktorizal6 algoritmust. A modszert Michael A. Morrison és John Brillhart fejlesztették
tovabb szamitogépekre 1975-ben. Az algoritmusban 6tvozodik a gyokok lanctortekkel vald jo
kozelitésének ereje Legendre modszerével, ezzel hosszl idore (a QR megjelenéséig) ez volt a

leggyorsabb faktorizalo algoritmus nagy szamokra.

Az algoritmus v/n kozelitéseibdl allit eld olyan y;-ket, amikre x? = y; (mod n), ahol

2
x; aVn egy kozelitése. Ha v/n-et lanctortekkel kozelitjiik, akkor mivel % ~ n, ezért

4

P? — Q7 =~ 0. Az itt fellépd eltérést jeldljiik y;-vel, s mivel ez lathatoan kicsi, igy nagy

valoszintiséggel felbonthato kis primszamok szorzatara. Ha 6ssze tudunk gytjteni olyan

y;-ket, melyeknek a kanonikus alakjaban 1évd primek azonosak, akkor egy résziik szorzatabol
elallithatjuk a keresendd y;1Viz - Vix = y? négyzetszamot. Mivel a x? = y; (mod n)
kongruencia bal oldalan négyzetszamok vannak, igy a szorzatuk is négyzetszam marad,

vagyis megkapjuk a Legendre kongruencia egy megoldasat:

2 — 202 2 — — 2
X" =Xy Xip - Xig EVirYi2 " Vik =Y

Az algoritmus vézlata:

1. Valasszunk egy B korlatot, majd az ennél kisebb primek halmazat jeloljiik fh-vel, ez lesz az

un. faktorbazis.

2. Szamitsuk ki vn lanctort alakjat, majd minden %kézelitésre szamoljuk ki
i

y; = P — QZn-et, és ha ez fb-sima, akkor taroljuk el a felbontasat egy vektorban. A vektor

koordinatai a faktorbazisban 1év6 primekhez tartoz6 kitevoket jelentsék a szam kanonikus

alakjabol.

Ismételjiik addig ezt a 1épést, amig nem talalunk [fb|-nél tobb fb-sima szamot. Ha a lanctort

hossza nem elég hosszt ehhez, akkor v/n helyett hasznaljuk Vkn-et valamilyen k € N-el.
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3. Az 0sszegyljtott vektorokbol készitsiink matrixot, melyre alkalmazzuk a Gauss eliminéciot

(mod 2), igy megkeresve a Legendre kongruencia megoldasat.

4. Szamitsuk ki Inko(n, x + y)-t, ami 2/3 eséllyel nemtrivialis osztd. Ellenkez6 esetben

ugorjunk 2-re és cseréljiink le néhany vektort.

A CFRAC algoritmus varhato futési ideje:
Inin(n)
0 (n L5 In(n) )

2. Kvadratikus szita (Quadratic Sieve, QS)

A kvadratikus szita Carl Pomerance altal kifejlesztett modszer, melyet 1981-ben
mutatott be. Tobb mint 10 évig - a GNFS megjelenéséig - ez volt a leggyorsabb faktorizald
algoritmus, s0t még ma is annak mondhat6é a maximum 110 jegyli szamok kozott. Az
algoritmussal sikeresen faktorizaltak tobb RSA modulust is, a legjobb eredmények jelenleg a

130 jegyli szamok kornyékén vannak.

A kvadratikus szita is Legendre kongruencidjara épit, vagyis kongruens
négyzetszamokat kell keresniink (mod n), mert ekkor 2/3 eséllyel nemtrivialis osztot is

taldlunk egyben. Legyen:
Q(x) = (x+ [\/ﬁ])z —n = %% —n,ahol x egész szam

Ekkor célunk talalni olyan {x;, x5, ---, x; } halmazt, amire Q (x;)Q(x3) - Q(x)

négyzetszam, jeldljiik ezt y2-tel. Mivel minden x-re Q(x) = %2 (mod n), ezért:

y? = Q(x)Q(x2) -+ Q) = (X1 %, %i)? (mod n)

Vagyis megvannak a keresett kongruens négyzetek.
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Az, hogy a Q(x;)-k szorzata négyzetszam, azt jelenti, hogy a szorzat kanonikus
alakjaban minden kitevé paros, ennek eldontéséhez faktorizalnunk kell a Q (x;)-ket. Ahhoz,
hogy ez konnyl legyen, Q (x;)-t minél kisebbnek kell valasztanunk, vagyis x-nek 0 kézelinek
kell lennie. Legyen tehat M egy altalunk valasztott korlat, és X € [—M, M].

A Q(x;)-kbdl akkor konnyli négyzetszamot 6sszerakni, ha ugyanazoknak a primeknek
a kiilonboz6 hatvanyai szerepelnek a kanonikus alakjukban. Ilyen szamokat ugy érdemes
keresni, hogy valasztunk egy {p,, p,, **-, pg} faktorbazist és megnézziik, hogy Q(x)

felbomlik-e a faktorbazison. Ha egy p prim osztdja Q (x)-nek, akkor:

(x + [x/ﬁ])z =n (mod p)

Vagyis n kvadratikus maradék mod p. Ez azt jelenti, hogy a faktorbazisban olyan p primeknek

kell lenniiik, amire (%) = 1.

Mivel Q(x) lehet negativ is, igy a (—1)-et is be kell venniink a faktorbazisba, ezen
kiviil még arra kell igyelniink, hogy se a faktorbazis mérete, se M ne legyen tal nagy. Az

optimalis futédsi id6 eléréséhez a faktorbazis mérete legyen kortilbeliil:

V2

B = <e /ln(n)-ln(ln(n)))T

Az intervallum korlatja pedig ennek kdbe, azaz:

33

M = <e ,ln(n)-ln(ln(n))) 4

Ha talalunk B db olyan Q (x;)-t amelyik teljesen felbomlik a faktorbazison, akkor a
kitevokbdl matrixot készitve Gauss eliminacioval (mod 2) megtalalhatunk egy olyan
{x1, x5, ++, x3} részhalmazt, amire Q (x;)Q(x;) --- Q(x)) négyzetszam. Tekintsiik tehat a
sikeresen faktorizalt Q (x;)-k kanonikus alakjat, s a kitevoket tegyiik be egy-egy vektorba. Az
ilyen x; és kitev6-vektor parokat relacionak hivjuk. A Q(x;)-k dsszeszorzasa ekkor ezen
vektorok Osszeadasara egyszerlisodik. Az pedig, hogy megtalaljuk azt a részhalmazt aminek a
szorzata négyzetszam, az azt jelenti, hogy azt a részhalmazt keressiik, ahol a vektorok 6sszege
éppen 0 (mod 2), ez pedig egy egyenletrendszer megoldasaval megtalalhato. Véges test

feletti Gauss eliminaciéra Wiedemann és Lanczos algoritmusa is rendelkezésre 4ll.
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Az egyetlen megvalaszolatlan kérdés az, hogy hogyan faktorizaljunk hatékonyan sok
szamot. Megtehetjiik, hogy sorra vessziik a Q(x,), Q(x,), --- sorozat elemeit, leellenérizziik
egyenként probaosztassal, hogy felbomlanak-e a faktorbazison. Ha igen, akkor megtartjuk
Oket, egyébként megyiink tovabb amig nem taldlunk B db olyat ami felbomlik. Ez persze tal
lasst volna igy. Helyette szerencsére megtehetjiik, hogy az egész /[—M, M] intervallumon

egyszerre faktorizalunk.

A mddszer azon alapul, hogy ha x = y (mod p), akkor Q(x) = Q(y) (mod p).

Oldjuk meg a kovetkez6 kongruenciat:
Q(x) =s?2 =0 (modp)
Ezt megtehetjiik a Shanks-Tonelli algoritmussal. Legyen a kapott két megoldas:
Sp1 €S Spa = —Spq

Ekkor x; = 551,552 + kp, (ahol k egész szam) esetén Q(x;) oszthato lesz p-vel.
Tegyiik a Q(x;) értékeket egy vektorba, majd a faktorbazison végig haladva minden
Sp1, Sp2 T kp -edik elemet osszuk el p-vel annyiszor, ahanyszor tudjuk és taroljuk el, hogy
hanyszor sikeriilt (mod 2). Ha ezt megcsinaljuk a faktorbazis 6sszes elemével, akkor a végén
azon Q(x;)-k helyén lesz 1, amik teljesen felbonhatoak a faktorbazison. Az ezekhez tartozo
kitevo-vektorokat rakjuk egy matrixba és oldjuk meg az igy adodo egyenletrendszert. Mivel
ekkor csak 2/3 eséllyel talalunk nemtrivialis osztot, ezért jo, ha B-nél tobb vektorunk van,
mert ha elsére nem jarnank sikerrel, akkor egy vektort lecserélve a matrixban, Gijra

probalkozhatunk.
Az algoritmus vazlata:
1. Valasszunk egy B korlatot, majd készitsiik el a B méretii faktorbazist olyan primekbdl,

melyekre (g) =1.

2. Valasszunk M-et, majd szamoljuk ki a Q (x;) értékeket minden X € [—M, M]-re. Szitalassal

faktorizaljunk legalabb annyi Q(x;)-t, mint amennyi B.
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3. A kapott relaciokra alkalmazzunk Gauss eliminaciot (mod 2), ezzel megoldva a Legendre

kongruenciat.

4. A kapott x, y értékekkel szamoljuk ki p = Inko(n, x £ y)-t, ami 2/3 eséllyel nemtrivialis

osztd. Ha p = 1, menjiink az el6z6 pontra és cseréljiink le a matrixban egy vektort.

A QS algoritmus varhat6 futasi ideje:

0 <€ / ln(n)-ln(ln(n)))

3. GNFS (General Number Field Sieve, GNFS)

1988-ban John Pollard 6tlete alapjan elkésziilt a legmodernebb specialis célu
algoritmus, a Special Number Field Sieve. A mddszerrel azon r€ + s alaka szamok
faktorizalhatok hatékonyan, ahol r és s kicsi. Az SNFS altalanositasaként 1étrejovo algoritmus
a GNFS, mely barmilyen alakt szamra alkalmazhato, de egy kicsivel lassabb az SNFS-nél. A
GNFS a jelenlegi tudasunk szerint a leggyorsabb algoritmus a tobb mint 100 jegyii szamok

korében.

A GNFS megértéséhez érdemes latni a folyamatot, ahogy az algoritmus kifejlodott. A
Legendre-kongruencias modszerek Dixon algoritmusaval kezdddtek, mely hasonlé modon
miikddik mint a kvadratikus szita, azzal a kiilonbséggel, hogy a sima szamokat nem
szitalassal, hanem véletlenszeriien valasztva probalta 6sszeszedni. A kvadratikus szita azzal
javitotta ezt a modszert, hogy a sima szdmok keresését egy sokkal hatékonyabb algoritmussal

helyettesitette. Mindkét algoritmus azon alapul, hogy két kiilonb6zd gytirliben, konkrétan

Z-ben és Z/nZ-ben keresiink négyzetszamokat és egy megfeleld leképezéssel a Z-beli

négyzetszamot egy Z/nZ-beli négyzetszamba visszik. A két gylri kozotti leképezést a

QS-ben a =k (mod n) fiiggvény végzi, ami k = x? — n esetén lathatéan megtartja a
¢ ggveny veg gtart)

négyzetszam tulajdonsagot Z és Z/nZ kozott.
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A GNFS algoritmus két meggondolassal javit ezen a modszeren. Az egyik, hogy a
szitalasnal hasznalt sima szdmokat el4llitéo x? — n polinomot lecserélhetjiikk magasabb foktira
is anélkiil, hogy kevésbé sima szamokat kapnank. A masik pedig, hogy Z helyett
hasznalhatunk mas gytriit is, ha a négyzetszamokat ugyanugy le tudjuk képezni Z/nZ-beli

négyzetszamokra.

Tegyiik fel, hogy adott az R gytirlink és a ¢ - R — Z/nZ gyiri-homomorfizmusunk. Ha
talalunk egy f € R-et, melyre:

p(B?) = y* (modn) ésx = p(B) (mod n)

Akkor:

x? = ¢(B)? = 9(B?) =y* (modn)

Ezzel megvan a Legendre-kongruencia egy megoldasa. Latni fogjuk, hogy a kérdéses gytirti

¢s a hozza tartozo homomorfizmus is viszonylag természetes modon konstrualhato.

Polinom kivalasztasa

Elsdként foglalkozzunk a megfeleld polinom kivalasztasaval. Célunk olyan f(x)
polinomot valasztani, mely sok sima szamot allit eld, azaz hasznos. Két tulajdonsaggal
foghaté meg hasznossag, az egyik, hogy f(x) értéke kicsi legyen, ezt a polinom méret
tulajdonsagéanak nevezziik. Minél kisebb a mérete egy polinomnak, annal jobb. A masik
fontos tulajdonsag, hogy a polinom altal eléallitott szamok lehetdleg minél tobb kis osztoval
rendelkezzenek. Ezt tigy fogalmazhatjuk meg matematikailag jol, hogy az f(x) polinomnak

sok gyoke legyen mod p Kis p-re. Ezt a tulajdonsagot gydk tulajdonsagnak nevezziik.

A GNFS-ben olyan polinomokat hasznalunk, melyek irreducibilisek Z[X]-ben és van
egy gyokiik Z/nZ-ben. Az m gyokkel rendelkez6 f(x) polinom megvalasztasa altalaban
irreducibilis is egyben, mivel f(m) = n mellett, ha f(xX) nem lenne irreducibilis, azaz példaul

f(x) = g(x)h(x) igaz lenne, akkor f(m) = g(m)h(m) = n alakban meg is talalnank n egy osztdjat.

174



crer

ebben az alakban 4all elo:

d
n=2ai-mi,ah0l0 <aq; <m
i=0
Ekkor a d foku, a; egyiitthatds polinom automatikusan teljesiti is az elvarasainkat, igy

legyen tehat:
f) =agx®+ag_1x* 1+ +aygés f(m) =0 (modn)

A polinom méret tulajdonsagat tigy tudjuk csokkenteni, ha az a; egyiitthatokat minél
kisebbnek valasztjuk, kiilonds tekintettel a, €s a;_; nagysagara (d-t altalaban 3 és 6 kozé
valasztjuk, igy ezek lesznek a dominansok). Egy triikkk, amivel ez elérhet6 amellett, hogy az m

gyok megmaradjon, ha az egyiitthatkat igy modositjuk:
a,=a;—mésa;y 1 =aj;1 +1

A megfelel6 hasznossag eléréséhez még az kell, hogy a polinom gyok tulajdonsaga is
megfeleld legyen. Nincs jo modszeriink arra, hogy konnyedén eléallitsunk olyan polinomokat,
melyeknek jo a gyok tulajdonsaga is. A gyakorlatban altalaban sok lehetséges jeldlt koziil
valasztjuk ki a legjobbat. Egy kis intervallumon szitalassal megmérjiik az 6sszes jelolt gyok

tulajdonsagat és az igy kapott legjobbat hasznaljuk.

A hasznossag mérésére 1étezik egy heurisztika is, mellyel a legrosszabb polinomokat
még a szitalas eldtt eldobhatjuk. Ez a Murphy éltal kidolgozott a(P) fiiggvény a

kovetkezOképpen definidlhato:

p logp
P) = 1—q, ——0)-
a(P) Z( g p+1) p—1

p<B

A kepletben a B egy simasagi korlat, p-k primek €s g, a P polinom gyokeinek szama

mod p.
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fgy végiil a polinom kivalasztasa a kovetkezé modon torténik:

1. Valasztunk d-t és my-t, melyre:

[nd+1] <_< [ ]

2. Valasszunk egy (X, y) intervallumot, amelyben a legjobb a; egyiitthatokat keressiik. Az

Iadl

intervallum olyan legyen, amire 0 < x < —= < y < 0,5 igaz.

3. Valasszunk egy intervallumot, melyben a legjobb m-et keressiik. Valasszuk az

intervallumot olyanra, hogy az a;_; a lehet6 legkisebb legyen, vagyis

e o (2)
Qa
4. Minden olyan a; és m kombinacidra, ahol a; megfeleléen sima, szamoljuk ki az m-alapa

reprezentaciobol fi, (x)-et, majd a(f, (x))-et. Ha a(f;, (x)) Kicsi, dobjuk el f;, (x)-et.

5. A megmarad6 polinomokbol szitalassal valasszuk ki a legjobbat.
Kongruens négyzetek Z/60/-ban

Legyen f € Z[x] polinom, melynek 6 egy gyoke C-ben és m gyoke Z/nZ-ben, azaz
f(m) = 0 (mod n). Ekkor hasznaljuk a Z/6] és Z gylriiket és tekintsiik a kovetkez6 tételben

szerepld homomorfizmust:

Tétel: Legyen f € Z[x] egy normalt, irreducibilis polinom 8 € C gyokkel és legyen
m € Z/nZ olyan, amelyre f(m) = 0 (mod n). Ekkor a ¢: Z[0] = Z/nZ leképezés amire

@(1) =1 (mod n) és ami 6-t m-be viszi, egy sziirjektiv gyiiri-homomorfizmus.
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Ekkor, ha taldlunk olyan S c Z2 halmazt, amelyre:

1_[ (a+ bO) = B2 és 1—[ (a + bm) = y?

(a,b)es (a,b)ES

teljesiil, ahol B € Z(0),y € Z, akkor az x = @(B) € Z /nZ jelolés mellett alkalmazzuk ¢-t:

X2 = p(B) = p(f2) = <o< [

(a,b)ES

(a+ be)) =

= 1_[ (a + bm) = y? (modn)
(a,b)eSs
Fontos megjegyezniink, hogy az a + b6 alakt szdmok szorzataként el6alld
négyzetszamnak Z/6]-ban kell lennie, mert ¢ csak ott van értelmezve. A gyakorlatban ezt a
feltételt enyhithetjiik annyival, hogy a négyzetszam Q(6)-ban is lehet, mert abbdl konnyii
Z[0]- belit csinalni a kovetkez6 modon. Legyen a € Q(0) és z € Z gy, hogy az alabbi

teljesiiljon:
(a + bO) = a? és 1_[ (a + bm) = z2 (1)
(a,b)es (a,b)eS

Ekkor o €D (D a Q(6)-beli algebrai szamok részgytrije ) és f'(0) - a € Z[0].

Legyen=£'(0) - o, y=f'(6) -z és x = p(B) € ZInZ. EKkor:

x2=eB)P =B =g <f’(6')2 ' H (a+ b0)> =

(a,b)es

= o(£'(8))"- H (a+b6) = f'(m)?- 1_[ (a+bm) =y? (mod n)
(a,b)es (a,b)ES

Vagyis a keresett kongruens négyzetek ilyenkor is elallithatok.

Keressiink tehat egy olyan S halmazt, melyre igaz (1). Ezt tigy tehetjiik meg, hogy
olyan (a, b) € Z? péarokat keresiink, melyre a+h6 sima egy "algebrai" faktorbazis felett és
a+bm sima egy "racionalis" faktorbazis felett, majd a QS-ben megismert moédon linearis
algebra segitségével megkeressiik az S halmazt. Az algebrai faktorbazis Z/6/-hoz, a racionalis

pedig Z-hez tartozik.

177



Természetes, hogy a racionalis faktorbazis a megszokott médon primszamokat
tartalmaz, az viszont nem vilagos elsore, hogy Z/6]-ban mi szerint faktorizalunk. Val6jaban
Z[6]-ban altalaban még a szamelmélet alaptétele sem érvényes, igy a kérdés valéban okoz
némi fejtorést. A GNFS megsziiletésekor (SNFS) azzal a feltevéssel éltek, hogy igaz az
alaptétel és Z/6] = D. Altalanosan persze egyik sem igaz, ennek ellenére az SNFS algoritmus

nagyon hatékony a mai napig.

Simasag Z/6/-ban

A GNFS-ben hasznalt megoldas az, hogy a Z/6]-ban 1év6 simasagot a gylirl
primidedljai szerint vessziik, vagyis az a + bf elem akkor sima az algebrai faktorbazis felett,
haaz < a + b0 > f6ideal felbomlik a faktorbazisban 1évé primidealok szorzatara. Ahhoz, hogy
a Z[6]-beli faktorizalast konnyedén elvégezhessiik, at kell fogalmaznunk az idealok

oszthatdsagaval kapcsolatos kérdéseket kezelhetobb formara.

Az dertilt ki, hogy ha elsérendi primidealokat hasznalunk, akkor ezeket a

reprezentalhatjuk (r, p) szamparok halmazaként, ahol p €Z prim, r € Z/pZ és

f(r) =0 (mod p). Ezzel a formaval szdmitdgépen is jol kezelhetdvé valnak az ideédlok, ha a
sziikséges milveleteket is el tudjuk végezni ebben az dbrazolasban. Létezik olyan
homomorfizmus, mellyel az oszthatosagi kérdéseket konnyedén vizsgalhatjuk. Ez a tétel
egyrészt azt mondja ki, hogy az < a + b6 > alaku idealok (ahol a és b relativ primek)
elsérendii primidealok szorzatara bomlanak. Vagyis a faktorbazist van értelme ilyen
primidedlok halmazanak vélasztani, mésrészt jo feltételt ad arra, hogy egy elsérendli
primidedl osztdja-e egy < a + b0 > alaku idealnak. A tétel szerint egy elsérendli primideal
pontosan akkor osztdja az < a + b0 > idealnak, ha a hozza tartozoé (r, p) parra a = —br (mod p)
igaz. Végiil az (a, b) elem akkor lesz sima az algebrai faktorbazis felett, ha a hozza tartozé
ideal norméja az. Igy pedig Z/6]-ban faktorizalni egy faktorbézis felett pont olyan egyszerti,

mint a Z-ben.
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Ahhoz, hogy az algebrai faktorbazist dsszeallitsuk, olyan (r, p) parokat kell keresniink,
melyekre p € Z prim, r € ZIpZ és f(r) = 0 (mod p) igaz. Masként fogalmazva ez éppen az f(x)
polinom gyokeinek megkeresése (mod p). Ezt a feladatot altalaban olyan egyszertien oldjuk
meg, hogy leellendrizziik sorban az 6sszes r € Z/pZ elemet, hogy kielégiti-e az egyenletet, de
ez a modszer csak viszonylag kis p esetén hatékony. A GNFS-ben jellemzdéen nagy primek is

eléfordulnak, igy itt egy gyorsabb modszert érdemes hasznalunk.
Négyzetszamok Z/6/-ban

Most, hogy tisztaztuk a Z/6]-beli faktorizalas mikéntjét, térjiink vissza az eredeti
célunkhoz, miszerint kongruens négyzetszamokat akarunk eléallitani mod p. A modszeriink
az, hogy a Z és Z[0] gytiriikben egyszerre keresiink sima szamokat, melyekb6l Gauss-
eliminacioval eldallitjuk a kivant négyzeteket. A probléma az, hogy a Gauss-eliminacidval
eléallitott Z/0]-beli négyzetszamrol jelenleg nem tudjuk garantalni, hogy az tényleg az, mivel
Z[0]-ban nem biztos, hogy igaz a szamelmélet alaptétele. A GNFS-ben ugy érjiik el, hogy
négyzetszamot kapjunk, hogy nem csak azt a feltételt szabjuk, hogy a megfelel kitevok
parosak legyenek, hanem azt is hogy a megfelelé Legendre-szimbolumok is 1-et vegyenek

fel. Z-ben ha x négyzetszam, akkor mod p is az minden p primre, ezért ha egy X-re és
valamilyen p primre az (g) Legendre-szimbolum értéke —1, akkor X biztosan nem

négyzetszam. Z/0]-ban ugyanilyen feltételt kvadratikus karakterek segitségével tehetiink.

Tétel: Legyen S €Z2 olyan (a, b) szamparok halmaza, melyre:

(a + bh) = a?
(a,b)es

valamilyen o € Q(6)-val. Vegyiink egy olyan elsérendii p primidealt, amihez az (r, p) par
tartozik és amelyik nem osztja az < a + b6 > idealt semmilyen (a, b)-re, valamint f'(r) % 0.
Ekkor:

a+br)

xp(a®): = -

(a,b)es
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Ahhoz tehat, hogy jo eséllyel négyzetszamot kapjunk, arra van sziikség, hogy minél
tobb primideallal igaz legyen ez a feltétel. Természetesen ezzel a modszerrel nem lehet a
gyakorlatban biztosra menni, de nagyon kis eséllyel fogunk hibazni. Sziikségiink van igy még
egy faktorbazisra, mely azokat a primidealokhoz tartoz6 (r, p) parokat fogja tartalmazni,
melyekkel ez utdbbi feltételt irjuk el6. Ezt a faktorbazist kvadratikus faktorbazisnak
nevezziik. Ebben a halmazban természetesen ugyanolyan tulajdonsagt idealok vannak, mint

az algebrai faktorbazisban, de nem azonosak veliik.

Van még egy fontos kiilonbség a GNFS-ben a kvadratikus szitdhoz képest. Itt a
lineéris algebrai Iépésben egy O(6)-beli négyzetszamot kapunk, amibdl f'(8)%-val valo
szorzassal allitunk el6 Z[6/-belit. Ebbdl az is kovetkezik, hogy nem is ismerjik a
négyzetszam gyokét Z/6]-ban, azt kiilon ki kell szamolnunk. Mivel a Z-beli négyzetszamot is
beszorozzuk, ezért annak ugyaniugy nem ismerjiik a gyokét. A QS-ben ezeket automatikusan
megkaptuk a kanonikus alakokbol. Bar a gyokvonas elvégzése nem tiinik komoly
nehézségnek, mégis egy fontos és a futdsi idében sem elhanyagolhato6 részét képezi ez az
algoritmusnak. A Z-beli gydkvonasra szamtalan modszer ismert, a Z/6/-beli gyokvonas

viszont egy kevésbé vizsgalt teriilet.

Szitalas

A szitalas algoritmusa egy kicsit eltér a kvadratikus szitdban hasznalt modszertdl,
mivel itt mas feltételek alapjan keresiink sima szamokat. A keresett elemek itt a kdvetkezd

tulajdonsagokkal rendelkeznek:
*Inko(a, b) =1

* a + bm sima a racionalis faktorbazis felett

*N(a,b) = b9 f (%) sima az algebrai faktorbazis felett
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Mivel (a, b) szamparokat keresiink, ezért 2-dimenzidban kellene szitalni, de ehelyett
altalaban az egyik valtozot lerogzitve szokas a keresést végezni. Legyen tehat b rogzitett érték
mellett a € /—C, C]. EKkor a + bm akkor oszthat6 p-vel, ha a = —bm + kp (k € Z) alaku.

Hasonldan a + b8 akkor oszthato az (r, p)-nek megfelelé primideallal, ha

a = —br + kp (k € Z) alaki. Innent6l kezdve a szitalast teljesen hasonloan végezhetjiik, mint a
QS-be. Annyi kiilonbséggel, hogy két vektorban kell egyszerre szitalnunk, s végiil azokat az
elemeket tartjuk meg, melyek mindkét vektorban 1-re csokkentek. Haaza € [—C, CJ
intervallumon elvégeztiik a szitalast, de még nincs elég relacionk, noveljiik meg b-t és

szitaljunk ujra.

Linearis algebra

A szitalassal olyan (@, b) parokat kaptunk, amire a+bm és a+b6 sima a racionalis
illetve az algebrai faktorbazis felett. Ahhoz, hogy megkeressiik azt a részhalmazt, amelynek
elemeit 0sszeszorozva négyzetszamokat kapunk, meg kell oldanunk egy egyenletrendszert.
Az eredményiil kapott halmaztol azt varjuk el, hogy a szorzatok kanonikus alakja Z-ben és
Z[0]-ban is nullvektor legyen mod 2. A kvadratikus bazissal hasonloan jarunk el. Az el6z6ek
mellett azt is elvarjuk, hogy a szorzatok kvadratikus karakterei 1-ek legyenek. Mivel a
kvadratikus karakter értékkészlete {—1, 0, 1}, de az eddigi miiveleteket mod 2 végeztiik, ezért
itt egy kis modositasra van sziikség. frjunk a métrixba 1-et, ha a megfelelé kvadratikus
karakter nem 1, egyébként nullat. fgy egy-egy relacidhoz tartozé sorvektor alljon a kovetkezd

elemekbdl:
* Az els6 elem legyen 0, ha (a + bm)>0, egyébként 1.

* A masodik elemt6l kezdve irjuk le (a + bm) kanonikus alakjat a racionalis

faktorbézis felett. frjunk 1-et, ha az adott prim pératlanszor, illetve 0-t ha parosszor osztja

(a+ bm)-t.
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* Folytassuk a vektort (a+b6) elem algebrai faktorbazison vett kanonikus alakjaval.

Hasonloan csak a paritést irjuk le.

* Folytassuk a vektort a kvadratikus bazissal, irjunk 1-et, ha (Lbr‘) #* 1,

pi
egyébként 0-1.

Végiil a vektorokbol matrixot képezve kapunk egy (reladciok szama) - (racionalis faktorbazis
elemszama + algebrai faktorbazis elemszama + kvadratikus faktorbazis elemszama +1)
méretii matrixot. A keresett részhalmazt megkaphatjuk az Ax = 0 (mod 2) egyenletrendszer

megoldasaval, ahol A az el6bbi matrix.

Az algoritmus vazlata

Az eddigieket 6sszefoglalva, a GNFS algoritmus a kovetkezd 1épésekbdl all:
1. Valasszunk egy Z[x]-beli irreducibilis polinomot, melyre f{(m) = 0 (mod n).
2. Valasszuk meg a racionalis, algebrai €s kvadratikus faktorbazisok elemeit.
3. Szitalassal keressiink olyan (a, b) € Z? elemeket, melyekre:
* Inko(a, b) =1
* a + bm sima a racionalis faktorbazis felett.

« N(a,b) = b9 f (%) sima az algebrai faktorbazis felett.

Az ilyen elemeket relacioknak nevezziik. Gytijtsiink dssze annyi relaciot, amennyit csak

tudunk, de legalabb annyit, mint ahdny elem a faktorbazisokban van dsszesen.

4. A relaciokbol készitsiink matrixot, majd Gauss-eliminacioval keressiik egy-egy

négyzetszamot Z-ben és Z/60]-ban.
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5. Szamoljuk ki az el6z6 pontban kapott négyzetszamok gyokeit az aldbbiak

segitségével:

y? = 1—[ (a — bm) és x? = 1_[ (a — bB)
(a,b)es (a,b)es

kiszamitasaval.

A GNEFS algoritmus varhato futasideje (sejtés):

364 3 3
/—+0(1)- logn-\/(loglogn)2>
0 <e< 2 v >
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5.6. Primszamok és a kriptografia

Ebben a részben napjaink leggyakrabban hasznalt titkositdsat szeretném bemutatni. Az
eljaras arra a tényre tdmaszkodik, hogy egy nagy Osszetett szdmnak a primtényezds felbontasa

¢évmilliardokba telik a mai szamitogépekkel és algoritmusokkal.

Titkosirassal kapcsolatos feljegyzések mar az 0kortol kezdve megtalalhatoak a vilag
tobb részén. Természetes kozegeként eldszor a hadviselésben jelent meg, és azbta is
megmaradt legfontosabb alkalmazasi teriileteként. Az ujkorig nagyrészt a monoalfabetikus
helyettesitéssel miikodo rejtjelezés volt elterjedt. 1466-ban késziilt el az elsd altalunk ismert
polialfabetikus rejtjelezogép Leon Battista Alberti keze altal. Az ujkor végén a gyors
technikai fejlddés magaval vonta a kommunikéci6 gyorsulasat is, ez pedig a kriptografia
fejlodésével jart. A vildghdbortikban nagy szerepe volt a titkosirdsnak, a csatak a kodok
szintjén is zajlottak. A 20. szazad masodik felében a szamitogépek megjelenésével 1) szintre

I1épett a kommunikécio is, az addig megfejthetetlennek hitt rejtjelek gyorsan elavultta valtak.

1976-ban jelent meg Whitfield Diffie és Martin Hellman Uj direktivik a kriptogra-
fiaban cimii konyve. Ok vezették be a kulcsmegosztason alapulé kriptografia fogalmat. Egy
évvel késébb Ron Rivest, Adi Shamir és Len Adleman munkéjanak koszonhetden elkésziilt az
els6 nyilt kulcsa titkosito eljaras. (A neviik kezdébetiiivel jeloljik: RSA). A mddszer 1ényege,
hogy az eljarast hasznalok egy-egy kulcsparral rendelkeznek, melyek koziil az egyiket
szabadon terjeszthetik, a masikat pedig titokban kell tartaniuk. A nyilvanos kulccsal kodolt
iizenetet csak a titkos kulccsal lehet dekodolni és bar a kodolas algoritmusa mindenki szamara

ismert, a titkos kulcsot - és igy az lizenetet - mégsem lehet konnyedén meghatarozni.

Az RSA ¢és mas titkositasi rendszerek is matematikai alapon garantaljak a dekddolas
nehézségét. Olyan un. egyiranyu fliggvényeket hasznalnak, melyek gyorsan kiértékelhetok, de
az inverziik meghatarozasa a gyakorlatban szinte lehetetlen. Ebben a fejezetben az RSA

miikddését és a hozza kapcsolodo primfaktorizacio kérdéseit vizsgaljuk meg.

Megjegyzés: Aki szeretne bovebben foglalkozni a titkositas €s a kodfejtés torténetével, annak

ajanlom Simon Singh: Ko6dkonyv cimii miivét (Park Konyvkiado).
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1. Az RSA-séma

Az RSA-séma hasznalatdhoz sziikségiink van a publikus és titkos kulcsok

eléallitasara:
Inicializalas:
1. Vélasszunk két primet, p-t és g-t.
2. Szamoljuk ki n = pg-t, és ¢(n) = (p — 1)(q — 1)-et.
3. Valasszunk d-t, amire teljestil, hogy Inko(d, ¢(n)) = 1.
4. Valasszunk e-t, amire teljesiil, hogy ed = I (mod ¢(n)).
5. Az (e, n) part publikus-, a (d, n) part pedig a privat kulcsnak nevezziik.
Az M iizenet titkositasa:
1. Reprezentaljuk M-et k db szammal, legyenek ezek My, -+, M.
2. Minden M; € My, -++, My-re szamoljuk ki C; = M{ (mod n)-et.
3. A titkositott iizenet: C = Cy, -+, Cy,
A C = Cy, -, Cy titkositott tizenet dekodolasa:
1. Minden C; € Cy, -+, Cx-ra szamoljuk ki M; = C? (mod n)-et.

2. A dekddolt tizenet: M; = M, -+, M,

Példa az RSA-séma alkalmazasara

Tegyiik fel, hogy Andras titkositott lizenetet szeretne kiildeni Bélanak. A
kovetkezOképp kell eljarnia:

Inicializalas:
1. Legyenp=11¢sq=29.

2. Ekkorn=pq=319,és¢m) = (p — 1)(q — 1) = 280.
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3. Legyen d =17, mivel Inko(17, 280) = 1, ezért ez megfelel valasztas.
4. Legyen e = 33-t, mivel 33 - 17 =561 =1 (mod 280), ezért ez megfeleld valasztas.
5. A (33, 319) par a publikus-, a (17, 319) par pedig a privat kulcs.
Az M="nem tul biztonsagos..." lizenet titkositasa:
1. Reprezentaljuk az lizenetet a betiik ASCII kodjanak megteleld szamokkal:

M="nem tul biztonsagos..." = 110, 101, 109, 032, 116, 250, 108, 032, 098, 105, 122, 116, 111,
110, 115, 225, 103, 111, 115, 046, 046, 046

2. Minden M; € My, -+, M-ra szamoljuk ki C; = M{ (mod n)-et:
11033 (mod 319) = 286

10133 (mod 319) = 19

04633 (mod 319) = 162

3. A titkositott tizenet: C=286, 19, 274, 98, 29, 160, 234, 98, 43, 73, 265, 29, 210, 286,
202, 158, 284, 210, 202, 162, 162, 162

A C=286, 19, 274, 98, 29, 160, 234, 98, 43, 73, 265, 29, 210, 286, 202, 158, 284, 210, 202,
162, 162, 162 iizenet dekodolasa:

1. Minden C; € Cy, -+, C-ra szamoljuk ki M; = C? (mod n)-gt:
28617 (mod 319) = 110

019%7 (mod 319) = 101

16217 (mod 319) = 46

2. A dekodolt iizenet M = 110, 101, 109, 032, 116, 250, 108, 032, 098, 105, 122, 116,
111, 110, 115, 225, 103, 111, 115, 046, 046, 046 = "nem tll biztonsagos..."
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2. Helyesség

Ebben a részben az RSA-séma helyességét bizonyitjuk. Tegyliik fel, hogy
kivalasztottuk az dsszes sziikséges szamot a modszer hasznalatahoz. Ekkor azt kell belatnunk,

hogy az M tizenetet kddolva, majd dekodolva visszakapjuk M-et, azaz:
(M®)? = M (mod n)
Az e és d megvalasztasakor feltétel volt, hogy e a d multiplikativ inverze legyen, azaz:
ed =1 (mod ¢(n)) = ed =k -p(n) + 1 (k EN).
Ezt felhasznalva a kovetkez6t kapjuk:
(M®)4 = M®?* (mod n)
(M®)4 = MKMW+ (mod n)
A "kis" Fermat tételb6l konnyen lathatd, hogy minden p-re és M-re, ahol p + M:
MP~1 =1 (modp) - MKPD =1 (mod p)
MP~1 =1 (modp) —» M*P-D*1 =M (modp),ahol k €N
Alkalmazva ezt p-re és g-ra is, ezt kapjuk:
M*@-D+1 = M (mod p)
M*@-D+1 = M (mod q)
Ezt felhasznalva:
M*@-D@-D+1 = M (mod pq)
MkeM+1 = M (mod n)
Mé® =M (mod n)

Ezt kellett igazolni, tehat igaz az allitas.
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Biztonsag

Az el6z6 pontban lattuk, hogy az RSA-séma helyesen miikodik, de arrdl még nem
bizonyosodtunk meg, hogy tényleg biztonsagban van az iizenetiink, ha ezt a modszert
hasznaljuk. Kénnyen lathato, hogy n osztéinak ismeretében megtalalhatjuk d-t, mivel csak
meg kell oldanunk az ed = I (mod (p — 1)(q — 1)) linearis kongruenciat, amit hatékonyan meg
is tudunk tenni. Felmertl tehat a kérdés, hogy a primfaktorizacié nehézsége elegendd
védelem-e. Valojaban azonban az nem bizonyitott még, hogy egy RSA-val kodolt tizenet
dekodolasa éppen olyan nehézségii feladat mint a primfaktorizacio, de azt latjuk hogy a
visszafelé irany teljesiil. De ha tudnank, hogy a két probléma ekvivalens, akkor sem
nyugodhatnank még meg teljesen, mivel a primfaktorizaciorol nem tudjuk, hogy valoban

annyira nehéz probléma mint amilyennek reméljiik.

Matematikailag a problémak nehézségét a bonyolultsag-osztalyokkal jellemezhetjiik
jol. Az RSA-val kapcsolatban az volna a jd, ha kideriilne, hogy az egészek primfaktorizacidja
valamilyen nehéz bonyolultsdg-osztalyba tartozik. Bar bizonyitva nincs ilyesmi, de annak
alapjan, hogy milyen régota megoldatlan a probléma, megalapozottnak gondolhatnank a
sejtést, hogy ez a feladat nem oldhat6 meg polinom id6ben. Gyakorlatilag semmilyen kézzel
foghat6 bizonyitékunk nincs arra, hogy a modszer valoban biztonsagos, ezért fel kell tenniink
a kérdést, hogy miért is hasznaljuk ezt a rendszert? A valasz egyszeriien annyi, hogy a
kifejlesztése Ota eltelt 45 évben semmilyen olyan modszer nem kertilt napvilagra, amellyel
hatékonyan megfejtheté lenne egy RSA-val titkositott izenet. Minden eddigi probalkozas
valamilyen a felhasznal6 4ltal elkdvetett - és igy konnyen orvosolhato - hibara vezethetd

vissza. Az ilyen tdimadasok 4 osztalyba sorolhatok:
1. Implementacios problémakat kihasznal6 tamadasok.
2. A homomorf strukturat kihasznal6 tamadasok.
3. Rosszul valasztott paramétereket kihasznalé tdmadasok.

4. Konnyt faktorizaciot kihasznald tdmadésok.
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1. Implementacios problémakat kihasznal6é tamadasok.

Az ebbe a kategoridba tartoz6 tamadasok az implementaciohoz kapcsolddo hibakat

vagy gyengeségeket kihasznalva szereznek informaciot az {izenetr6l vagy a paraméterekrol.
Id6 alapu tamadasok:

Az 1d0 alapu tdmadasok a titkositas folyamatanak az idejét mérik, az ilyen
tamadasokhoz sziikséges ismerni a titkositast végzo hardware-t is, ami altaldban egy kiilonallo
modul. Kocher megmutatta, hogy csupan az id6 mérésével meghatarozhato a titkos kulcs. Az
ilyen tamadasok ellen az egyik modszer amit hasznalhatunk, hogy ugy alakitjuk ki az
titkositast végzo algoritmust, hogy minden kodolast és dekodolast ugyanannyi idé alatt
végezzen el. Ezt a gyakorlatban nem hasznaljak, mivel egyrészt nehéz kivitelezni, masrészt
pedig rendkiviil csokken az adott hardware hatékonysaga, ha arra kényszertil folyton, hogy a

gyors miveleteket is lassan végezze el.

A masik modszert 1982-ben Chaum mutatta be, technikéjat vakitasnak nevezte el. A
modszer alapja, hogy a titkositott C tizenet helyett egy C' = ¢ - r¢ (mod n) lizenetet
dekodoljon a rendszer, ahol r egy véletlenszerlien valasztott Z/nZ-beli szam. Ekkor a

dekodolas utan megkapott M'-bdl megkaphatjuk az eredeti tizenetet, ha osztunk r-el:

M = MT Ezzel a modszerrel kikiiszobolhetok az id6 alapu tamadéasok, mivel a dekodolas

kozben egy, a tamadd szamara ismeretlen szoveget dekodol a rendszer, igy a tamadassal

kinyerhet6 adatok sem lesznek a valosagnak megfeleldek.
Teljesitmény analizis:

A teljesitmény analizis az el6z0 tamadasi formahoz nagyon hasonlo, de itt nem az
id6t, hanem a titkositast végz06 eszkoz altal felvett energia mennyiségét méri a tamado.
Természetesen itt is sziikséges ismernie a tdmadonak az adott hardware tulajdonsagait és csak
akkor hasznalhatja ezt a modszert, ha a titkositast végzé modul energiafelvételérdl pontos
adatai vannak. Vagyis ha nem egy kiilonallé modul végzi a titkositast - mint mondjuk egy
otthoni PC-ben - akkor lehetetlen megallapitani, hogy pontosan mekkora energiat igényelt a
kodolas/dekodolas.
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A legkonnyebb védekezés az ilyen tdmadas ellen, ha a tAmadot soha nem enged;jiik
kozel a hardware-hez, de megtehetjiik azt is, hogy az aramfelvételt egy zajos jellel terheljiik,
igy elkeriilve az informacid kinyerését. A teljesitmény analizishez hasonl6 tdmadasok
1éteznek a titkositd modul altal kibocsatott elektromagneses sugarzast mérve is, de az ilyen
modszerek mind megakadalyozhatok azzal, ha a tamadot fizikailag elkiilonitjiik a titkositast

végz6 géptol.

2. A homomorf struktarat kihasznalé tamadasok.

Az RSA homomorf strukturaja azt jelenti, hogy a modszer altal hasznalt kodol6 eljaras

homomorf, azaz:
(M1M,)¢ = M{M3 = C1C,

Tegyiik fel, hogy Tamado dekodolni akar egy C iizenetet. Ehhez felhasznalja a naiv
Andrast, akit ravesz, hogy dekodoljon egy C' = C - r¢ (mod n) lizenetet, ahol r € Z,,
véletlenszer( és (e, n) Andras nyilvanos kulcsa. Ekkor azzal, hogy Andras dekodolja C'-t,
dekodolja C-t is, de err6l 6 mit sem tud. Ha a dekodolt M’ tizenetet Tamadd megszerzi, akkor
a vakitas technikajahoz hasonloan r-el osztva megkaphatja az eredeti M iizenetet. Ez a
modszer természetesen csak a nagyon ligyetlen Andras ellen vethet6 be, a gyakorlatban

kevésbeé hatékonyan alkalmazhato.

3. Rossz paramétereket kihasznalé tamadasok.

Abban az esetben, ha az e vagy d paramétert nem kell6 koriiltekintéssel valasztjuk

meg, néhany ezt kihasznalo tdmadasnak tehetjiik ki magunkat.
Kis d valasztasa:

1989-ben Martin Wiener publikalt egy lanctorteket hasznaldo modszert, mellyel kis d

1
esetén felfedhetd annak értéke. Megmutatta, hogy ha d < n4, akkor nem biztonsagos a

titkositas. 10 évvel késébb Boneh és Durfee modositotta ezt a korlatot n%292-re, de javaslatuk

1
szerint ne valasszunk nz-nél kisebb d-t.
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Kis e valasztasa:

Bar az ¢l6z6 pont miatt azt gondolhatnank, hogy a kis e valasztasa hasonldéan
veszélyes, valdjaban itt nem annyira rossz a helyzet. Kis e valasztasa esetén csak akkor
hatarozhato meg d értéke, ha a tamadonak rendelkezésére all néhany linearisan 6sszefiiggd

kodolt lizenet. Ilyen lehet példaul egy ismétlodo elkdszonés az tizenetek végén.

A gyakorlatban hasznalt RSA algoritmusok a kodolés elétt modositanak az lizeneten
amiatt, hogy ezt elkeriiljék, de Coppersmith megmutatta, hogy elég nagy modositasra van
sziikség ahhoz, hogy a tdmadas teljesen kivédhet6 legyen. A jo védekezés természetesen a

nagy e valasztasa.
Ko6z0s paraméterek hasznalata:

Abban az esetben, ha valaki k6z6s modulust hasznal két kiillonboz6 felhasznaloval
valé kommunikacidja soran, dekddolhatoak azon lizenetei, melyeket mindkét felhasznalonak
elkiildott. Legyen C; és C, az M iizenet kodolt valtozatai, melyeket az e, illetve e,
exponensekkel kodoltak. EKkor mivel e, és e, relativ primek, ezért a Tamado kereshet olyan

X, Yy part, amire xe; + ye, = 1 (mmod n). Ekkor M-et el6allithatja a kovetkez6 modon:
CIC) = M*1*Ye2 = M (mod n)

Erdemes megjegyezni, hogy ennél a timadasnal bér az iizenetet elolvasta a Tamado,

azonban a d-t nem tudta meg.

4. Konnyu faktorizaciot kihasznalo tamadasok

Lattuk, hogy n faktorizalasaval megszerezhetd d, igy tigyelniink kell arra, hogy ezt
megnehezitsiik. A legkevesebb, amit tehetiink, hogy p-t és g-t nagynak valasztjuk, de ezen
kiviil Rivest és Silverman sok javaslatot tesz arra, hogy milyen primeket ne valasszunk. Erds
primeknek nevezik azokat a p primeket, melyek esetében p + 1-nek és p — I-nek van nagy
primfaktora. Erds primeket hasznalva elkeriilhetjiik, hogy Pollard faktorizal6 algoritmusai
hatékonyan hasznalhatoak legyenek. Hasonlo feltételekkel valaszthato olyan n, amellyel az

Osszes ismert faktorizalo algoritmus nehezen boldogul.
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6. Feladatok

Ebben a fejezetben primszamokkal kapcsolatos feladatokat oldhatunk meg. Két

csoportba soroltam 6ket:

1. Hatarozzuk meg, hogy...

A 17.-ik primszam az 59. Ennyi feladat talalhat6 ebben a fejezetben.
2. Bizonyitsuk be, hogy...

A 19.-ik primszam a 67. Ennyi feladat talalhat6 ebben a fejezetben.

A feladvanyok tobbségéhez elég a kdzépiskolas ismeret is. A megoldasokat

igyekeztem roviden és érthetéen megfogalmazni.

6.1 Hatarozzuk meg, hogy...

1. Hatarozzuk meg, hogy az n milyen értéke esetén lesz az n,n + 4, és n + 14 is primszam?
2. Hatérozzuk meg, hogy milyen p primszam esetén lesz a 8p? + 1 is primszam?

3. Hatarozzuk meg, hogy mennyi négyjegyll primszamot lehet képezni az

1, 2,3, 4 szamjegyek felhasznélasaval?

4. Hatarozzuk meg harom primszam 6sszegeként a 146-ot!

5. Hatarozzuk meg harom primszam 6sszegeként a 99-et!

6. Hatarozzuk meg azokat az X, y, z egész szdmokat, melyekre
Bx+y+2)(x+2y+2)(x+y+z) =p,ahol p primszam!

7. Hatarozzuk meg azokat az X egész szdmokat, melyekre

x% + 28x + 889 = p?, ahol p primszam!
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8. Hatarozzuk meg, hogy hanyféleképpen lehet felbontani az i tortet két kiilonb6z6

természetes szam reciprokanak 6sszegére, ahol p és g kiillonb6zd primszamok?

9. Hatarozzuk meg, hogy hanyféleképpen lehet kivalasztani a 100-nal kisebb primszamok
koziil 6tot ugy, hogy ezek szdmjegyei kozott az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 mindegyike egyszer

szerepeljen?
10. Hatarozzuk meg azokat a p primszdmokat, melyekre p* + p? + 11p + 2 is primszam!

11. Hatarozzuk meg, hogy mennyi kiilonb6z6 primszamot lehet gy megadni, hogy koziilitk

barmely harom 0sszege is primszam legyen?

12. Hatarozzuk meg azokat az X egész szamokat, melyekre a 2x? — x — 36 = p?, ahol p

primszam!
13. Hatarozzuk meg azokat a p és ¢ primszamokat, amelyekre p? + qP szintén primszam!

14. Hatarozzuk meg azokat a p primszdmokat, melyekrdl tudjuk, hogy jegyeinek szama péros
¢s palindrom szam! (Vagyis, ha forditott sorrendben irjuk le a jegyeit, akkor ugyanazt a

szamot kapjuk.)
15. Hatarozzuk meg azokat a p primszamokat, amelyekre a p? + 8 is primszam!

16. Legyen a p primszam ¢és p-1 négyzetmentes! (Nincs négyzetszam osztdja.) Hatarozzuk

meg, hogy a p 4-gyel osztva milyen maradékot ad!
17. Hatarozzuk meg azokat a p primszamokat, melyekre 2p — 1 és 2p + 1 ikerprimek!
18. Hatarozzuk meg azokat az a egész szamokat, melyekre a* + 4 primszam lesz!

19. Hatarozzuk meg, hogy mennyi olyan egész szdm van 1000 és 2000 kozott, amely a kettén

¢és 6ton kiviil mas primszammal nem oszthat6!

20. Hatarozzuk meg, hogy az (n + 1) - (n + 2) - --- - 2n szorzat primtényez6s felbontasaban a

2 hanyadik hatvanyon szerepel!

21. Hatarozzuk meg a p, g, r primszamokat, melyekrél tudjuk, hogy pgr =5(p +q + 1) !
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22. Hatarozzuk meg a 2x + 3y + 6z = 90 egyenlet megoldasat, ahol X, Yy, Z primszamok!
23. Hatarozzuk meg az n? = p™ egyenlet megoldasat, ahol n természetes szam, p primszam!
24. Hatarozzuk meg azokat a p primszdmokat, melyekre a p? + 2 is primszam!

25. Hatarozzuk meg azokat az n természetes szdmokat, melyekre a

p =n3—7n%+ 14n — 6 primszam lesz!

26. Hatarozzuk meg, hogy az 1,2,3,...,9 szdmjegyek egyszeri felhasznalasaval a
primszamokat ugy, hogy e primszamok 0sszege, valamint ezen beliil az egyjegyli primszamok

Osszege a lehetd legkisebb legyen!
27. Harom természetes szamrol a kovetkezdket tudjuk:
1. Mind a hadrom szam kiilonb6z6.
2. Osszegiik 406.
3. Legnagyobb kozos osztojuk kettdnél nagyobb primszam. (p)
4. Ha az egyes szamokat elosztjuk p-vel, akkor ismét harom primszamot kapunk.
(P1, P2, P3)
Hatarozzuk meg ezeket a természetes szamokat!

28. Hatarozzuk meg azokat az X, Y, Z természetes szamokat, amelyekre teljesiil a kovetkezd

egyenldség:
2¥ +5Y =197
29. Hatarozzuk meg egy xyxyxy alaku tizes szamrendszerbeli szdm legnagyobb primoszt6jat!

30. Hatarozzuk meg azokat a p és ¢ primszdmokat, amelyekre p + q és p? + g% — q szintén

primszamok!
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31. Hatdrozzuk meg, hogy milyen p és q primszamokra és n természetes szamra teljestil az

alabbi egyenldség!

Vpt+a=p-q
32. Hatarozzuk meg azt a négy primszamot, melyeknek a négyzetdsszege 476!
33. Hatarozzuk meg az a és b relativ primeket, amelyekrél a kovetkezoéket tudjuk:
1. Osszegiik 150.
2. Mindkett6 kisebb 100-nal.
3. Kiilonbségiik 7 tobbszordse.

34. Hatarozzuk meg azt a harom primszamot, amelyekrdl a kovetkezdket tudjuk! A

legnagyobb 20-al tobb mint a legkisebb, a kozéps6 4-gyel kisebb a legnagyobbnal.

35. Hatarozzuk meg azokat az n természetes szamokat, amelyekre az n® + n* + 1 kifejezés

értéke primszam!

36. Hatarozzuk meg azokat a szdmokat, melyeket az alabbi modon kapunk! Legyen egy
haromjegyii primszdm minden szamjegye 1-nél nagyobb négyzetszam ¢€s ezt a primszamot

szorozzuk meg az elsd szamjegyével.

37. Legyen p > q olyan primek, melyekre p? + gP is primszam! Hatarozzuk meg az alabbi

kifejezés értékeét:
101-p*- (g +p) (@ —p) - (a* —p*)

38. Legyen p > q olyan primek, melyekre p? + gP is primszam! Hatarozzuk meg az alabbi

kifejezés értékeét:
q-p?-(@"P+q+p+ 1)

39. Hatarozzuk meg azokat a p4, p,, p3 primszamokat, amelyekre teljesiil az alabbi

egyenlOség:

p1-P3 +pi P, =10"p3
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40. Hatarozzuk meg azokat az abcd < 4000 primszdmokat, amelyekre az alabbi két feltétel

teljestl:

1. Az elsO két szadmjegyiik olyan kétjegyli primszam, melyben a szamjegyek szorzata 1-tdl

kiilonbozo négyzetszam.

2. Masodik két szadmjegyiik olyan kétjegyli primszam, amely szamjegyeinek szorzatat

forditott sorrendben felirva ismét négyzetszamot kapunk.

41. Hatarozzuk meg azokat a 1000 < p < 2000 primszamokat, amelyek szamjegyeinek

Osszege olyan kétjegyli szdm, melynek mindkét szamjegye paros és 6sszegiik 8!

42. Hatarozzuk meg azokat az abc haromjegyl primszamokat, ahol a # b és a szamjegyeire
az alabbi dsszefliggés teljesiil:
ab _ ba

ac—-7a  pc—7b

43. Hatarozzuk meg azt a harom primszamot, melyekre teljesiil az alabbi Osszefiiggés:

p1:D2P3 =197 (py + p2 +p3)

44. Hatarozzuk meg az 1, 2, 3, ---, 196 szamoknak egy olyan sorrendjét, hogy barmely két

szomszédos szam Osszege primszam legyen!
45. Hatarozzuk meg azokat a p primszamokat, melyekre az alabbi tort értéke is primszam!

p3+99
p—1

46. Hatdrozzuk meg azokat a p primszamokat, melyekre 14p + 1 = k3!

47. Hatdrozzuk meg azokat a p primszamokat, melyekre p™ + 1 = k?!

48. Hatarozzuk meg a kiilonboz6 r, p, q primek szorzatat, har = q + 2p és p? + q* = 538!

49. Hatarozzuk meg a kiillonb6z6 p4, p2, p3, P4 primek szorzatat, melyekre az alabbi teljesiil!
(p1 + P2 +p3)? — pi = 231

50. Hatarozzuk meg azokat a p, ¢, r primeket Gigy, hogy a p* + q* + r* — 3 kifejezés értéke

primszam legyen!
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51. Hatdrozzuk meg azokat a pozitiv egész n és p primszamokat, amelyekre az alabbi

kifejezés értéke egész szam!

n+p
n—p

52. Hatarozzuk meg azokat a kiilonb6z0 p, q, r primeket ugy, hogy a kdvetkezd egyenldségek

teljestiljenek: p —q =q —r = 8!

53. Hatarozzuk meg azokat a kiilonb6z6 p, q primeket, melyekre:

Vpa® +/qp? = V1134
54. Hatarozzuk meg azokat a kiilonbdzd p4, p,, p3, P4 primek szorzatat, melyekre:
pi — (p2 +ps +pa)? = 136

55. Hatarozzuk meg azokat az n pozitiv egész szamokat, amelyekre az alabbi szamok

mindegyike primszam lesz!
nn+2,n+4

56. Hatarozzuk meg azokat az n pozitiv egész szamokat, amelyekre az alabbi szamok

mindegyike primszam lesz!
nn+6n+12,n+18,n+ 24

57. Hatarozzuk meg azokat az n pozitiv egész szamokat, amelyekre az alabbi szamok

mindegyike primszam lesz!
nn3—6n3+6

58. Hatarozzuk meg azokat az n pozitiv egész szamokat, amelyekre az alabbi kifejezés értéke

primszam lesz!
n®—n+3

59. Hatarozzuk meg azokat az n pozitiv egész szamokat, amelyekre az alabbi kifejezés értéke

primszam lesz!
n+nb+nt+nt+1
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6.2 Bizonyitsuk be, hogy...

1. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan a természetes szam van, amelyre egy tetszdleges n

természetes szam esetén b = n* + a szdm nem primszam!
2. Bizonyitsuk be, hogy ha 3 < p primszam, akkor 8p + 1 nem lehet négyzetszam!

3. Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c,d olyan természetes szamok, amelyekre a - b = ¢ - d , akkor

sema+b+c+d,sema?+ b%+ c? + d? nem lesz primszam!

4. Bizonyitsuk be, hogy az A = 0,23571113171923 ... szam irracionalis! (Tizedes jegyeknek

a primszamokat irtuk névekvo sorrendben.)
. ’ n n r ’ ,
5. Bizonyitsuk be, hogy (p) — [E] oszthato p-vel, ahol p primszam!

6. A természetes szamokat az abra szerint egy négyzetracsos lapra csigavonalban felirjuk,

majd a primszamokat megjeloljiik. Bizonyitsuk be, hogy a 9-es és a 24-es alatti oszlopokban

egyetlen szamot sem jeldltiink meg!

100

99

98

96

95

94

93

92

91

198



7. Bizonyitsuk be, hogy minden 3 < p primszam valamelyik szomszédja oszthato 6-tal!

8. Bizonyitsuk be, hogy ha egy primszamot 30-cal osztunk, akkor a maradék primszam vagy

1 lesz!

9. Bizonyitsuk be, hogy ha p, q és r, s szamparok ikerprimek, ahol 3 < p, q, 1, s, akkor p -

r — q - s oszthat6 12-vel!
10. Bizonyitsuk be, hogy ha p, g, r egész szamok paronként relativ primek, akkor az
A=p-q+q-r+p-r és B=p-q-r isrelativ primek! lgaz-e az allitds megforditasa?

11. Bizonyitsuk be, hogy az a,, — 1 szdmnak legaldbb n darab kiilonb6z6 prim osztdja van,

haaz a4, a,, as, ... sorozatot a kovetkez6 modon definialjuk:
a, =5, apye1 = a?,(aholn =1,2,..).

12. Bizonyitsuk be, hogy a p,, sorozatnak nem eleme az 5, ha a sorozatot a kovetkez6 mdédon

definialjuk:
P1 =2, Pny1 aZ 1 + pyp3 ... Py, sz&m legnagyobb primosztoja!

13. Adott 1 és (2n — 1)? kdzott n darab paronként relativ prim. Bizonyitsuk be, hogy a

megadott szamok ko6zo6tt van primszam!

14. Bizonyitsuk be, hogy tiz egymas utani egész szam kozott mindig van olyan, amelyik a

masik kilenchez relativ prim!

15. Bizonyitsuk be, hogy barmely 4-nél nagyobb tizenkettd szomszédos egész szam kozott

legalabb nyolc Osszetett szam!

16. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n-hez talalhaté n darab szomszédos pozitiv
egész szam gy, hogy egyikiik sem egyenld egy primszam pozitiv egész kitevdjii

hatvanyaval!

17. Bizonyitsuk be, hogy ha 2" — 1 primszam, ahol n természetes szam, akkor n is primszam!

Az éllitas megforditasa igaz-e?

18. Bizonyitsuk be, hogy a 3 < p primszam négyzete 24-gyel osztva 1 maradékot ad!
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19. Bizonyitsuk be, hogy az 5-nél nagyobb ikerprimek 6sszege oszthatd 12-vel!

a3+b3
2

20. Bizonyitsuk be, hogy ha primszam, akkor 3a® — 6a + 4 és 3b* — 6b + 4 is az,

ahol a és b természetes szamok!

21. Bizonyitsuk be, hogy az 19992°1¢ + 2014 nem primszam!

22. Bizonyitsuk be, hogy az A = V2249 ---910 --- 09 + 3, (Ahol a 224 utan (k-2) darab 9-es,

az 1 utan k darab 0 szerepel, és k nagyobb, vagy egyenld 2.) szdmnak a primtényez6i: 2, 3, 5!

23. Bizonyitsuk be, hogy kiilonb6z6 primszamok reciprokainak dsszege nem lehet egész

szam, sem egy egész szam reciproka!

24. Bizonyitsuk be, hogy ha 5 < p primszam, akkor a 360 osztdja a p* — 5p? + 4 szamnak!

25. Bizonyitsuk be, hogy ha p # g primszdmok, akkor \/E és \/p - q irracionalis szamok!

26. Bizonyitsuk be, hogy minden p primszam esetén y/p2? + 1 és \/p2 — 1 irracionalis

szamok!
27. Bizonyitsuk be, hogy ha 2™ + 1 primszam, akkor n = 2! alaku!

28. Bizonyitsuk be, hogy minden 3 < p primszam felirhaté 6n + 1 vagy 6n —
1 alakban,aholn =1,2,--- !

29. Bizonyitsuk be, hogy minden 2 < p primszam csak egyféleképpen irhato fel két

négyzetszam kiilonbségeként!
30. Bizonyitsuk be, hogy 2™ — 1 és 2™ + 1 nem lehet egyszerre primszam, ha
2 < n természetes szam!

31. Legyen p és g 2-nél nagyobb primszamok! Bizonyitsuk be, hogy ha 2P9 — 2 oszthat6 a pq

szorzattal, akkor 2P — 2 és 29 — 2 is oszthato a pq szorzattal!

32. Legyen p 2-nél nagyobb primszam! Bizonyitsuk be, hogy % csakis egyféleképpen irhatd

2 1 1 ’ S o] ee v sz ’ ,
fel a i + 5 alakban, ahol x és y egymastol kiilonbdzo pozitiv egész szamok!
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33. Bizonyitsuk be, hogy han — 1 és n + 1 primszamok, akkor azn,n — 12, n + 12 szdmok
egyike oszthat6 30 —cal!

34. Legyen n paratlan szam! Bizonyitsuk be, hogy ahany n-hez relativ primszdm van az n-nél
kisebb szamok kozott, ugyanannyi n-hez relativ primszam van a 2n-nél kisebbek kozott!

(Erdos Pal feladata.)

35. Legyenek az a, b, ¢ szamok paronként relativ primszamok! Bizonyitsuk be, hogyaz a - b -

césab+b-c+ a-cisrelativ primszamok! Igaz-e a tétel megforditasa?
36. Bizonyitsuk be, hogy két paratlan primszam négyzetének kiilonbsége oszthato 24-gyel!

37. Bizonyitsuk be, hogy két iker primszam 6sszege oszthato 12-vel, ha a primszamok 3-nal

nagyobbak!
38. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ harom egymast kdvetd természetes szam, akkor
b? — a? és c¢? — b? relativ primszamok!

39. Bizonyitsuk be, hogy 7 < p esetén a p és p + 2 iker primszamokkal szomszédos harom

szam szorzata oszthato 240-nel!

40. A kovetkez6 szamok primek: 7,37,337. Igaz-e, hogy ezt a sorozatot folytatva mindig

primszamot kapunk? Bizonyitsuk be, hogy nem!

41. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n-hez talalhat6 n darab szomszédos pozitiv
egész szam gy, hogy egyikiik sem egyenld egy primszam pozitiv egész kitevdjii

hatvényéval!

42. Bizonyitsuk be, hogy 1 < p egész szam pontosan akkor primszam, ha p barmely négy
pozitiv egész 0sszegére valo felbontasaban semelyik két tag szorzata sem egyenld a masik két

tag szorzataval!

43. Bizonyitsuk be, hogy ha a és b kiilonb6z6 egész szamok, akkor végtelen sok olyan n

természetes szam létezik, amelyre (a + n) és (b + n) relativ primek!

44, Bizonyitsuk be, hogy ha az x? + ax + 1 = b egyenlet gyokei egész szamok, és b # 1,

akkor a? + b? nem lehet primszam!
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45. Bizonyitsuk be, hogy ha a és b relativ primszamok, akkor a kovetkez6 torteket nem lehet
egyszerdsiteni!
a+b  a-—>b

ab > a-b

46. Bizonyitsuk be, hogy ha egy N sszetett szdm legkisebb primosztdja nagyobb a szam

kobgyokénél, akkor az N szam két primszam szorzata!

47. Legyen 1 < a és 0 < n egész szamok! Bizonyitsuk be, hogy a™** csak akkor lehet

primszam, ha a paros és az n 2-nek valamilyen hatvéanya!

48. Bizonyitsuk be, hogy minden 3-nal nagyobb primszam négyzete 12-vel osztva 1

maradékot ad!

49. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan primszamot talalhatunk Ggy, hogy barmely ketto

kiilonbsége oszthato egy tetszélegesen megadott k szammal!

50. Bizonyitsuk be, hogy ha p és q 7-nél nagyobb primszdmok, akkor a

(% — 1) (p? — 1) - (p® — q°) kifejezés oszthatd 290304-gyel!

51. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 2 természetes szam felirhat6 primszamok osszegeként!
52. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik végtelen sok olyan primszam, amelyek elsé szamjegye 1-es!

53. Jelolje p,, az n-edik primszamot. Bizonyitsuk be, hogy p,+1 < 2 * p, minden n > 1 egész

szam esetén!

54. Jeldlje p,, az n-edik primszamot. Bizonyitsuk be, hogy p, < 2™ minden n > 2 egész szam

esetén!

55. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet egy pozitiv egészekbdl allo végtelen szamtani sorozat

minden tagja primszam!

56. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan primszam van, amely nem tagja egyetlen

ikerprim szdmparnak sem!

57. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik olyan n pozitiv egész szam, amelyre p™ utolsé 6t szamjegye

00001, ahol p > 5 primszam!
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58. Bizonyitsuk be, hogy 12 db 3 < p primszam négyzetének Gsszege oszthato 12-vel!
59. Legyenek a,, a,, as, a4, as, ag olyan pozitiv egész szamok, melyekre:

at +ay +af = aj} +at + ag
Bizonyitsuk be, hogy ekkor a; + a, + az + a4 + as + a4 Osszeg nem lehet primszam!

60. Legyen p egy olyan prim, melyre p? + p + 1 és p? — p + 1 is primszam! Bizonyitsuk be,
hogy ha p* + p® + p? + p + 1 nem primszam, akkor négyzetszam!

61. Bizonyitsuk be, hogy a 4n3 + 6n? + 4n + 1 kifejezés egyetlen pozitiv egész n-re sem

lesz primszam!

62. Bizonyitsuk be, hogy nem léteznek olyan p és q primszamok, amelyekre a p%? + %P

Osszeg szintén primszam!

63. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 5-nél nagyobb primszam négyzetét 30-cal osztjuk, akkor a

maradék 1 vagy 19 lesz!

64. Bizonyitsuk be, hogy ha p és 8p — 1 is primszamok, akkor 8p + 1 &sszetett szam!
Bizonyitsuk be, hogy ha p és 8p? + 1 is primszamok, akkor 8p? — 1 is primszam!

65. Bizonyitsuk be, hogy ha p > 3 primszam, akkor p2-t 12-vel osztva 1 maradékot ad!

66. Bizonyitsuk be, hogy ha p,q,r 3-nal nagyobb kiilonb6z6 primszdmok egy szamtani

sorozatot alkotnak, akkor a sorozat d kiilonbsége oszthato 6-tal!

67. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi szamsorozat elemei paronként relativ primek!

241;224+1;24+1;284+1; 216 +1; ---;22" +1; ...
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7. Megoldasok

A megoldasok tobbségéhez elegendd a gimnaziumi ismeret. Igyekeztem roviden és

érthetéen megfogalmazni a magyarazatokat. Bizom benne, hogy ez sikertilt!

7.1 Hatarozzuk meg, hogy ...

1, Ha n = 3k alaka: Mivel n prim, csak a k = 1 eset lehetséges, azazn = 3.

2, Han = 3k + 1 alaka: Ekkor az n + 14 0sszetett szam, tehat nincs ilyen megoldas.
3, Han = 3k — 1 alakt: Ekkor az n + 4 dsszetett szam, tehat nincs ilyen megoldas.
A megoldas: 3,7, 17.

2.

Ha p = 3, akkor 8 - 32 + 1 = 73. Ez primszam, tehat j6 megoldés. A p # 3 primek 3-mal
osztva 1 vagy 2 maradékot adnak, vagyis p = 3k £ 1 alaktak. Ezt behelyettesitve:

8-Bk+1)>+1=8-(9k*+6k+1)+1=72k*+48k +9 =3 - (24k? + 16k + 3)
Ez a kifejezés oszthato 3-mal, tehat nem lehet primszam.
3.

A keresett szamok csak 1 — re vagy 3 — ra végzédhetnek. Ilyen szam 12 darab van, melyek
koziil csak négy prim. Ezek: 1423,2143,2341,4231.

4.
Harom egész szam Gsszege paros, ha:
1. Mind a hdrom szdm paros.

2. Egy paros és kettd paratlan.
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1. Nincs harom paros prim, tehat nincs ilyen megoldas.

2. Egyediil a 2 paros prim, tehat a felbontasban szerepelnie kell. Vagyis a 144-et kell két prim

Osszegére bontani. A 144 végzddését haromféle modon allithatjuk eld:

a,1+3

b,5+9

c,7+7

A primek végzddés szerint csoportositva:

1-re végzodik: 11, 31, 41, 61, 71, 101, 131

3-ra végzodik: 3, 13, 23, 43, 53, 73, 83, 103, 113

5-re végzddik: 5

7-re végzodik: 7,17, 37, 47, 67,97, 107, 127, 137

9-re végzddik: 19, 29, 59, 79, 109, 139

a, eset: 146 =2+31+113=2+41+103=2+61+83 =
=2+71+73=2+43+101=2+13+131

b, eset: 146 =2+ 5+ 139

C, eset: 146 =2+7+ 137 =2+ 17+ 127 =2+ 37+ 107 =2 + 47 + 97

Tehat a 146-ot 11 féleképpen bonthatjuk fel harom primszam 6sszegére.

5.

Hérom egész szam Gsszege paratlan, ha:

1. Egy paratlan van koztiik.

2. Mind a harom paratlan.

205



1. Nincs két paros prim, tehat nincs ilyen megoldas.

2. A 99 végzodését hét modon allithatjuk elo:

a,1+1+7

b,1+3+5

c,1+9+9

d,3+3+3

e,3+7+9

f,54+54+9

9,5+7+7

Felhasznalva az el6z0 feladatban megadott csoportositést, a kdvetkezd 30 megoldast kapjuk:
a, eset: 9 =11+41+47=11+71+17 =

=31+31+37=31+61+7=41+41+17

b, eset: 99 =11+83+5=41+53+5=71+23+5
C, eset: 99 =114+294+59=41+4+294+29=61+19+ 19
d, eset: 99 =3+13+83=3+23+73=3+43+53=

=134+13+73=13+43+43=23+23+53
e, eset: 9 =34+7+4+89=3+4+174+79=3+374+59=34+67+29=
=134+74+79=134+674+19=23+17+59=23+47+29 =
=43+4+374+19=53+17+29=73+7+19
f, eset: 99 =5+5+89

g, eset: 99 =5+ 47 + 47.
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A baloldalon egész szdmok szerepelnek, igy kettd abszolut értéke 1, a harmadiké p. Az
elojeleket tekintve vagy két tényezd negativ vagy mindharom pozitiv. Ezek alapjan 12 esetet

kiilonboztethetiink meg.

Bx+y+2z)=A4, (x+2y+2z) =B, x+y+z)=C

Az elsO négy, illetve az utolsé négy oszlopban p # 2 kell, hogy teljesiiljon.

Mint egyenletrendszert tekintve a kovetkez6 megoldast kapjuk:

3x+y+z=4
x+2y+z=B8B
x+y+z=C
A-C A-C

y=B-C, Z=ZC—B——2

Az y mindig egész, az x €s z csak akkor, ha A és C azonos paritast. Ez mind a 12 esetben

teljesiil, ha a p paratlan. Ha p=2, akkor csak négy megoldast kapunk.
7.
Atirva az egyenletet:

x? + 28x + 889 = (x + 14)? + 693 = p?
Ebbdl:

pP—(x+14)?=(p—-x—14)(p + x + 14) = 693
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A kovetkezo egyenletrendszer alapjan:

{p—x—14=a
p+x+14=5>H
_a+b _b-a 14
P=" T3

Mivel a és b csak paratlan lehet, p és X mindig egész szam lesz. Nem kaphatunk
primet, ha a-nak és b-nek van k6zos osztdja, mert ha van, az is paratlan, ezért a 2-vel valo
0sztas utan is megmarad. A relativ prim a, b parokat még ellenérizni kell, hogy 6sszegiik fele

prim-e.

A 693 = 32:7-11. Az el6bbiek miatt a két 3-as tényezének vagy az a-ban vagy a b-
ben kell maradnia, igy a 693 = 9 - 7 - 11 alak szerint a kdvetkezo a, b parok lehetnek:

l.a-b=b-a=1-693,az 6sszeg fele 347, ez primszam.
2.a*b=b-a=9-77,az 6sszeg fele 43, ez primszam.
3.a-b=b-a=7-99,az 6sszeg fele 53, ez primszam.
4.a-b=>b-a=11-63,az osszeg fele 37, ez primszam.

Tehat mind a négy felbontasbol kapunk két-két megoldast. Az elsé esetben:

693 —1 1—-693
> —14 =332 ésx =

— 14 = -360

X =

A tobbit is hasonloan elvégezve a keresett értékek:

x = —=360,—-60,—48, —40, 8, 20,32,332
A két természetes szam a és b reciprokai kisebbek i — nal, vagyis mindketté nagyobb

pg-nal. Legyen a = pq + c és b = pq + d,ahol 0 < ¢, d egész szamok ¢és

a < b, c < d teljesiiljon.
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Az

1 1 1
+ =—
pq+c pg+d pq

egyenletbdl rendezés utan:

2,2
cd =p?q?ésd = % > c alapjan: c < pq, azaz ¢ a p?q? — nek pg-nal kisebb osztdja, d

pedig a tarsosztoja. A p?q? osztoi:
1,p,p?
q,p49,p*q
qa%,pq*,p*q

Szamuk 9, ha pg-t elhagyjuk, akkor 4 part adnak c, d, igy a, b szamara. Tehat az

p—lq tortet 8-féleképpen bonthatjuk két kiilonbozo természetes szam reciprokanak az 0sszegére,
ha kiilonbozoknek tekintjiik azokat is, melyek csak sorrendben térnek el egymastol. Ha ezeket
nem tekintjiik kiilonbozdknek, akkor 4 felbontés lehetséges.

9.

Az 0t szam koziil 4 kétjegyti €s 1 egyjegyll. A kétjegyliek utolsd szamjegye nem lehet paros
és 5-0s, tehat csak 1, 3, 7, 9-re végzddhet. Az egyjegyll primek koziil, tehat csak a 2 és az 5

jOhet szdba.

Nézziik meg el6szor azt, amikor a 2-t valasztjuk. Ekkor a 4 kétjegyli elsd jegye a 4, 5, 6, 8

szamok koziil kertil ki. Ezek a primek a kovetkezdk:

41 - 61 -
43 53 - 83
47 - 67 )

- 59 - 89
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Hatarozzuk meg, hogy hanyféleképpen valaszthatunk ki ebbdl a tablazatbdl négy szamot ugy,
hogy mindegyik sorbdl és oszlopbdl pontosan egyet vegyiink ki. Ezt 4-féleképpen tehetjiik

meg.

Szintén 4 a lehetdségek szama, ha egyjegytinek az 5-6t valasztjuk. A feladat kérdésére a

valasz: Nyolcféleképpen valaszthatjuk ki az 6t primszamot.
10.

Minden p # 3 primszam 3k + 1 vagy 3k + 2 alakt, ahol k = 1, 2,---. igy harom eset

lehetséges:
1. Hap = 3, akkor:
pP+p*+1lp+2=71

Ez primszam.
2.Hap = 3k + 1, akkor:

p® +p*+ 11p + 2 = 27k® + 36k* + 48k + 15
Ez a szam oszthat6 3-mal.
3. Hap = 3k + 2, akkor:

p3 +p*+11p + 2 = 27k + 63k* + 81k + 36
Ez a szam oszthat6 3-mal. Az egyetlen megoldas: p = 3.
11.

Csoportositsuk a primeket a 3-as maradékosztalyok szerint. Egy-egy osztalybol legfeljebb két
szamot vehetlink ki, mert ha hdrom prim 3-mal osztva egyenlé maradékot ad, akkor az
Osszeglik oszthato 3-mal. Ha mindegyik osztalybol vesziink egyet, akkor azok 6sszege is
oszthato 3-mal. Tehat legfeljebb két osztalybol és mindegyikbdl legfeljebb két szamot
vehetiink. Igy legfeljebb négy primszamot adhatunk meg. Ilyen példaul: 7, 11, 13, 23 vagy 19,
23,37, 41.
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12.
A kifejezést alakitsuk szorzatta:

2x2—x—-36=02x—9)(x+4) =A-B=7p?
Hérom eset lehetséges:

1.Ha A = 1,B = p?, akkor:

{2x—9= 1
x+4=p?
Ebblél: x =5ésp = 3.
2.Ha A =p? B =1, akkor:
{2x—9 =p?
x+4=1
Ebbél: x = —3, nincs prim.
3.HaA =p,B = p, akkor:
{2x—9 =p
x+4=p

Ebbdl: x =13 ésp = 17.
A Kkeresett értékek: x = 5 és x = 13.
13.

Legyen p > q primszamok! A p? 4+ qP > 2 és paratlan, vagyis az 6sszeg egyik tagja (pl. qP)

paros, azaz q = 2 és és a p paratlan. Vizsgaljuk az dsszeget a kovetkez6 alakban:
2P +p*=(2P+ 1)+ (*-1)

Mivel p paratlan, (2P + 1) oszthaté 3-mal. Ha p nem oszthaté 3-mal, akkor a négyzete 1
maradékot ad 3-mal osztva, vagyis (p? — 1) szintén oszthat6 3-mal. Tehét azt kapjuk, hogy
ha p paratlan és 3-mal nem oszthato, akkor 2P + p? oszthat6 3-mal. Ez csak akkor prim, ha
2P + p? = 3, de ebbdl p = 1 kdvetkezik, ami nem helyes. Azaz a p oszthaté 3-mal, de ekkor

csak a p = 3 lehetséges. Az egyetlen megoldas: g = 2 ésp = 3.
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14.

Az elsé ilyen primszam a 11. Mivel minden paros jegyli palindrom szam oszthat6 11-gyel,

ezért ez az egyetlen megoldas.
15.

Tudjuk, hogy egy szdm négyzete 3-mal osztva 0 vagy 1 maradékot ad, attol fiiggden, hogy a
szam oszthato-e 3-mal vagy sem. Ha a p nem oszthat6 3-mal, akkor a p? + 8 igen. Mivel ez
3-t6l nagyobb, nem lehet primszam. Tehat ha p? + 8 nem oszthat6 3-mal, akkor p-nek

oszthatonak kell lennie 3-mal. Ilyen primszam csak egy van, p = 3.
16.

A p primszam 4k + 1 vagy 4k + 3 alaku, ahol k = 1, 2, ---. Mivel p — 1 négyzetmentes,
ezért p csak 4k + 3 alaku lehet. Vagyis 4-gyel osztva 3 maradékot ad.

17.
A 2p —1,2p,2p + 1 egymast kovetd természetes szamok, a feltétel szerint a

2p — 1 és 2p + 1 primek, ezért a 3 osztdja a 2p-nek. A (3,2) = 1, ezért a 3 osztdja p-nek.

Ilyen primszam csak egy van, p = 3.
18.

A=a*+4=(a’+2)?>—-4a’=(a’+2+2a)(@a*+2—2a) =
=[(a+1)?+1][(a — 1? + 1]

Az A csak akkor lehet prim, ha (a + 1)2 + 1 = +1vagy (a — 1)+ 1 = +1.Ha 1 < |al,

akkor mindkét tényez6 nagyobb mint 1, tehat csak két megolddsa van: a = 1ésa = —1.

19.

Ezen szamok primtényezds felbontasa a kovetkezé: 2% - 5P, A feltétel miatt:
1000 < 2%-5P <2000,ahol1 <a<10és1<b <4

Ezek alapjan a megoldas: 1000, 1024, 1250, 1280, 1600, 2000.
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20.

1-2:3----n(n+1)(n+2)-2n
m+1D)n+2)-2n= ( X ) =

_2"(1-2-3-----n)(1-3-5-----(Zn—l))
- 1-2:3" 1

=2"1:3:5 - 2n—1)

Tehat 2 a primtényezds felbontasban az n-edik hatvanyon szerepel.
21.

Mindkét oldal oszthato 5-tel, tehat az egyik primszam 5. Hap = 5, akkor qr =5+ q + r.
Ebbdl:

=1+ 6
= r—1

Az (r — 1)-nek a 6 osztdjanak kell lennie, hogy g egész legyen.

fgy r=2,3,4,7ésq =7,4,3,2. A két kozépso eset nem prim megoldast ad. Tehat a

keresett harom primszam: 2, 5, 7.
22.
Az egyenletet atrendezve adodik: 2x = 3(30 —y — 2z)

Mivel a jobb oldal oszthat6é 3-mal, ezért az x = 3. Az y + 2z = 28, amibdl kovetkezik, hogy
y paros, tehat y = 2. Ezek szerint z = 13.

23.

Az egyenl8ség akkor teljesiil, ha n = p* alaku, vagyis p*P = p™. Ebbél a kp = n adddik.
1. Ha k = 1, akkor p = n, azaz minden p prim megoldas.

2.Hak = 2 ésp = 2, akkor n = 4 megoldas.

3.Ha 2 < k, akkor kp = p*, azaz k = p* 1. Ap*1 = [(p — 1) + 1]%¥1. A jobb oldal k
tagbol all, melyek mindegyike legalabb 1, ezért a p*~1 # k. Tehat az egyenletnek nincs mas

megoldasa.
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24,
Végezziik el a kovetkezo atalakitast:
p?+2=p*—-14+3=(pP-Dp+1+3

Hap # 3, akkora (p — 1) vagy (p + 1) oszthat6 3-mal. Az 6sszeg mindkét tagja oszthato 3-
mal, tehdt maga az dsszeg is. Mivel p? + 2 > 3, ezért a 3 valodi oszto, tehat a p2 + 2 nem

primszam. Vagyis a p? + 2 pontosan akkor primszam, ha p = 3.
25.
A kifejezést alakitsuk szorzatta:
p=n3—-7n’+14n-6=mn-3)(n?—4n+2)
Négy esetet kiillonboztethetiink meg:
1.Ha(n—3) =1és (n? —4n+ 2) = p, akkorn = 4 és (n? — 4n + 2) = 2. Ez megoldas.
22Ha(n—3)=—-1és(n? —4n+2) = —p, akkorn = 2 és (n®> — 4n + 2) = —10.
Ez nem megoldas.
3. Ha (n? — 4n + 2) = 1, akkor nem kapunk megoldast.
4. Ha (n? — 4n + 2) = —1, akkor az n = 1 eset megoldas.
26.

A 2,4,5, 6,8 szamjegyek nem lehetnek tobbjegyli primszamok utolsé jegyei, deaz 1, 3,7, 9
szamjegyek koziil kell egyet-egyet valasztani, hogy kétjegyli primszamot kapjunk. Mivel az
egyjegyll primszamok Osszegének is minimalisnak kell lennie, a kovetkezd két megoldast

kapjuk:
2+3+54+41+67+89 =207
2+3+5+47+ 61+ 89 =207

Mindkét esetben az egyjegyili szamok dsszege 10.
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27.
A feladat szerint:

pp1 + PP +pps = k(py +p2 +p3) =406 =2-7-29,ahol2 <pés1<p; <p, <ps
Tehat p = 7 vagy p = 29 lehet.

Hap = 7, akkor p; + p, + p3 = 2 - 29 = 58. Harom primszam 6sszege csak tgy lehet paros,
ha egyikiik a 2. Azaz ha p; = 2 és p, + p3 = 56. Ezt az egyenldséget harom szampar elégiti
ki: (3 +53),(13 + 43), (19 + 37).

Hap = 29, akkor p; + p, + p3 = 2 -7 = 14. Ezért p; = 2 Kell, hogy legyen.

Ekkor p, + p; = 12. Ebben az esetben csak egy szampar felel meg: (5 + 7). Tehat 6sszesen

négy megoldas lehetséges:
(14,21,371),(14,91,301), (14, 133,259), (58,145,203)
28.

Belatjuk, hogy az egyenletnek nincs megoldasa. Nézziik meg, hogy az egyes hatvanyok
milyen maradékot adnak 15-tel osztva. A 2* maradéka 1, 2, 4, vagy 8 lehet. Az 5¥ maradéka
1, 5, vagy 10 lehet. A 197 csak 1 vagy 4 maradékot adhat. Vagyis a bal oldal az alabbi

maradékokat adhatja:
(1+1),(1+5),(1+10),(2+1),(2+5),(2+10),(4+ 1), (4 +5),
(4+10),(8+1),(8+5),(8+10)
Azaz: 2,3,5,6,7,9, 11,12, 13, 14,
A jobb oldal viszont 1 vagy 4 maradékot adhat, igy a két oldal nem lehet egyenld.
29.
Az ilyen szdmokat a kdvetkezd alakba tudjuk irni:
xyxyxy =10101-(10x +y) =3-7-13-37-(10x + y)

Ebbol kovetkezik, hogy a (10x + y) a legnagyobb kétjegyli primszam lehet, vagyis a 97, ami
a 979797 szamhoz tartozik.
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30.

Ha a p + q is primszam, akkor az egyikiik csak a 2 lehet. Mivel a masik primben

q*> — q = q(q — 1) paros pozitiv szam, igy csak g = 2 lehetséges.

Ekkor: p+q=p+2ésp?>+q*—q=p*+2

Végezziik el a kovetkezo atalakitast:
pr+2=@*-D+3=(p-D@+1)+3

Ha p nem oszthat6 3-mal, akkor a (p — 1), (p + 1) szamok egyike 3-mal oszthato, igy a jobb
oldalon a 3 t6bbszorose all, ami nem lehet primszam. Az egyetlen lehet6ség a p = 3. Ekkor:

p+ 2 =05ésp?+ 2 = 11. Tehat ez j6 megoldas, és ez az egyetlen.
31.
Az egyenletbdl kdvetkezik, hogy p > q ésp +q = (p — q)2.

A baloldal (p — q) + 2q alakba irhato, vagyis a (p — q) osztoja 2q-nak. Mivel ¢ primszam,
ezért a 2q osztoi: 1, 2, g, és 20. Ha p — q = 1, akkor az els6 egyenléségben p + g = 1, ami
lehetetlen. Hap — q = q vagy p — q = 2q, akkor p = 2q vagy p = 3q, azaz a p nem

primszam. Igy csak p — q = 2 lehetséges, azaz p és  iker primek. Ezek alapjan:
p=2""14+1ésgq=2"""1-1

Mivel a 21 —1,2""1 271 4+ 1 szamok koziil pontosan egy oszthatd 3-mal és ez nem a
kozépso, ezért p és ( egyike 3-mal oszthat6. Ha p = 3, akkor q = 1, ami nem megoldas. Ha

q = 3,akkor p = 5. EKkor8 =p + q = (p — q)™ = 2™ adddik, ahonnan n = 3.
32.

A feltétel szerint p? + p2 + p3 + pZ = 476. Egy négyzetszam 3-mal osztva 0 vagy 1
maradékot ad. A 476 maradéka 3-mal osztva 2, igy a bal oldali 6sszegnek pontosan 2 tagja

oszthat6 3-mal, de mivel primek, igy tegytik fel, hogy p; = 3 és p, = 3.
Ebbdl: p2 + p2 = 458. Legyen p; < p4. EKKor pZ > 229, vagyis p, > 15, illetve

pZ < 458, vagyis p, < 21. Tehét p, értéke 17 vagy 19 lehet. Ha p, = 17, akkor p; = 13.

Ha p, = 19, akkor p; nem egész szam. Tehat a feladatnak egy megoldasa van: 3, 3, 13, 17.
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33.

A feltétel szerint a — b = 150. Legyena = 75 + x, b = 75 — x kiilonbségik a — b = 2x.
Ez tobbszorose 7-nek, ha x = 7 - m,ahol m > 0. Eszerinta =75+ 7més b = 75 — 7m.

Ha a és b relativ primek, akkor m nem lehet paratlan szam.

Azonban 75 + 7m < 100, ha 7m < 25,azaz m = 1, 2,3 lehet, de ezekbdl csak m = 2 felel
meg. Tehata =75+ 14 =89 és b = 75 — 14 = 61. Ezek pedig valdban relativ primek.

34.
A harom primszam legyen p; < p, < ps3. A feltételek szerint:
ps=p1+20ésp, =ps —4=p; +16

Nézziik meg a 3-mal valo oszthatésagokat! Ha p; 3-mal osztva 1 maradékot ad, vagyis p; =

3k + 1, akkor:
p3s=p; +20=3k+21=3(k+7)

Ez oszthato 3-mal, de p; > 20, ami nem lehet primszam. Ha p; 3-mal osztva 2 maradékot ad,

vagyis p; = 3k + 2, akkor:
p,=p; +16 =3k +18 =3(k + 6)

Ez oszthat6 3-mal, de p, > 20, ami nem lehet primszam. Ha p, oszthaté 3-mal, akkor csakis
p1 = 3 lehet. Ekkor:

p,=p1+16=19ésp; =p; +20 =23
Tehat a harom primszam: 3, 19, 23.
35.
Alakitsuk at a kifejezést az alabbi modon:
n+nt+1=n’+n*+n3-n*+1=n*"?+n+1)-n3-1) =

=n¥?+n+1)-n-1D)R*+n+1D)=n*+n+1)N3>-n+1)
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Ez a szorzat csak akkor lehet prim, ha az egyik tényezdje 1, a masik pedig egy p primszam.

Két eset lehetséges:
1L.n2+n+1=1én®-n+1=p
2n+n+1=pésn®—n+1=1

Az els6 esetben csak n = 0 lehet, mibdl p = 1 adddik. Ez nem megoldés. A masodik esetben
n(n? — 1) = 0, amibél n = 0 vagy n = 1. Az n = 0 nem ad megoldast. Ha n = 1, akkor

p = 3 adodik, ami jo megoldas. Tehat a kifejezés értéke csak n = 1 esetén lesz primszam.
36.

Az adott haromjegyli szam szamjegyei csak 4 ¢és 9 lehet. Mind a harom szamjegy nem lehet
azonos, mert akkor a szam oszthat6 lenne 3-mal. A szam nem végzddhet 4-re sem. A
feladatnak megfeleld szamok a kdvetkezOk lehetnek: 449, 499, 949. Mivel 949 = 13- 73

nem primszam, csak a masik kett6 lehetséges. A keresett szamok:
4-449 = 1796 és 4-499 = 1996
37.
A 6.1.13 feladat megoldasa alapjan: p = 3 és q = 2. Ezt behelyettesitve a kifejezésbe:
101:p2-(p+q) (p—q)-(p*—¢q3®)=101-9-5-1-1 = 4545

38.
A 6.1.13 feladat megoldasa alapjan: p = 3 és q = 2. Ezt behelyettesitve a kifejezésbe:

q-p? - (q""P+q+p+1)=2-33-(22"3+24+3+1)=2-27-38 =2052
39.
Alakitsuk at az egyenldséget az alabbi modon:

p1 P2 (i +p3) =2-5"p;

Az egyenléség jobb oldala hdrom primszam szorzata, tehat a baloldal is ilyen. A p? + p2 nem
lehet 2, sem 5. Vagyis a p, és p, egyike 2, a masik 5. Ekkor p? + p% = 22 + 52 = 29,
valoban primszam. A megoldas: p; = 2,p, = 5,p3 = 29 vagy p; = 5,p, = 2,p3 = 29
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40.

A feltétel szerint abed < 4000, ezértaza = 1,a = 2,a = 3 lehet. Az a # 2, mert ab

primszam és a - b négyzetszam, de ha a = 2, akkor az utobbi feltétel miatt b-nek is parosnak

kell lennie, igy ab nem lenne prim. Az a # 3, mert a 3-mal kezdddo kétjegyti primek 31 és
37, de ezek szamjegyeinek szorzata nem négyzetszam. Tehat a = 1. Ekkor b-nek
négyzetszamnak kell lennie, vagyis b = 1,b = 4,b =9 lehet. Hab = 1, akkora - b = 1, ami
a feltételnek nem felel meg. Ha b = 4, akkor ab = 14, ami nem primszam. Ha b = 9, akkor

ab = 19, ami megfelel.

A masodik két szamjegy cd szintén primszam, és a szamjegyek szorzatat forditott sorrendbe
irva négyzetszam kell, hogy legyen. A kétjegyli négyzetszamok forditott sorrendbe irva: 61,
52, 63, 94, 46, 18. Ezek koziil nem allithato el6 két egyjegyli szam szorzataként: 61, 52, 94,

46. A lehetséges értékek: 63 =9 -7 és 18 = 2+ 9. Ezek szerint a cd értékei: 97, 79, 92, 29.

Ezek koziil a 92 nem primszam. A kapott értékek alapjan:

abcd = 1929, abcd = 1979, abcd = 1997
Az 1929 oszthatd 3-mal, a masik kettd viszont primszam.

41.

Legyen a keresett szam labc. A 8-at paros szamok Osszegére haromféleképpen tudjuk
felbontani: 8 =84+ 0=6+2 =4+ 4. Ezértaz mjegyeinek Osszege négyféle lehet: 80,
62, 26, 44. Egy négyjegyll szam jegyeinek Osszege legfeljebb 4 - 9 = 36 lehet, vagyis a négy
lehet6ség koziil csak a 26 felel meg. Tehat: 1 +a + b + ¢ = 26,vagyisa + b + ¢ = 25. Ez
csak gy lehetséges, hogy két db 9-es és egy db 7-es, vagy egy db 9-es és két db 8-as szerepel.

Ezek alapjan a szoba johetd szamok:

labc = 1997,1979,1799, 1988, 1898, 1889

A 8-ra végz6doek nem primek. Ellenérzés utan 1799 = 7 - 257, tehat nem primszam, a tobbi

viszont igen. A megoldas: 1997,1979, 1889.
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42.
A feltételt alakitsuk at az alabbi modon:

10a + b _ 10b + a
10a+c—7a 10b+c—7b

10a+b_10b+a
3a4+¢ 3b+c

30ab + 3b? + 10ac + bc = 30ab + 3a? + 10bc + ac
3b% — 3a? = 9bc — 9ac

3(b—a)(b+a)=9c(b—a)

A feltétel szerint a # b, ezért: a + b = 3c. A c értéke nem lehet paros, mert abc primszam.

Az egyenlet baloldalanak értéke kisebb, mint 18, ezért ¢ < 6. Tehat c = 1,c¢ = 3,¢ = 5 lehet.
A ¢ = 5 nem lehetséges, mert akkor abc oszthato6 lenne 5-tel. A ¢ = 3 sem lehetséges, mert
akkor a + b = 9, igy az abc oszthaté lenne 3-mal. Tehat ¢ = 1. Ekkor a = 1,b = 2 vagy

a = 2,b =1. Elso esetben: abc = 121, ez nem primszam. Masodik esetben: abc = 211, ami

primszam. Mas megoldasa nincs a feladatnak.
43.

A 197 primszam, tehat a baloldalon valamelyik tényezd, pl. p; = 197. Ezek alapjan az

egyenlet az alabbi modon alakithato:
197 - p, *p3 = 197 - (197 + p, + p3)
P2 P3 =197 +p; +ps3
P2 P3 — P2 —p3 =197
Mindkét oldalhoz adjunk 1-et, a baloldalt alakitsuk szorzatta:
Pz P3—P2—p3+1=198

(p2 —D(ps — 1) =198
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A198 =2-32-11. A198-nak (1 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 12 db osztdja van, ami azt jelenti,
hogy 12-féleképpen lehet két pozitiv egész szorzatara bontani. Az Gsszes esetet nem kell
megvizsgalni, ugyanis a (p, — 1)(p; — 1) = 198 = 2 - 32 - 11 egyenlet baloldalanak
pontosan az egyik tényezdje paros, a masik pedig paratlan. Ez abbol kovetkezik, hogy a 198
primtényez0s felbontdsaban a 2 elsé hatvanyon szerepel. Ha pl. a p, — 1 paratlan, akkor a p,
paros. Vagyis p, = 2 lehet csakis. Tehat a baloldal tényez6i: p, —1 =1¢ésp; —1 = 198
lehetnek. Ebbél: p; = 197,p, = 2,p3 = 199. Ezek mindegyike primszam és a feltételnek is

megfelelnek.
44,

Az adott szdmok csak ugy helyezkedhetnek el a sorban, hogy paros és paratlan szdmok
valtakozva kovessék egymast. {rjuk fel a paratlan szamokat ndvekv® sorban. Ezek kozé kell
elhelyezni a paros szdmokat ugy, hogy barmelyik két szomszédos szdm 0sszege prim legyen.
frjuk az els6 két szam kozé a 196-ot. EKkor 1 + 196 = 197 primszam és 196 + 3 = 199 is
primszam. Ezt a gondolatot folytatva adodik a megoldas: A paros szamokat csokkend

sorrendben irjuk be a paratlan szdmok koz¢.
1,196, 3,194,5,192,7,190,---,6,193,4,195, 2

Megjegyzés: Az ilyen elrendezésre azért volt lehetdség, mert a 197 és 199 ikerprimek. Tehat

ez az elrendezés barmely ikerprim szdmpar esetén lehetséges.
45,
Alakitsuk at tortet az alabbi modon:

p3+99_p3—1+100_p3—1+100_(p—l)(p2+p+1)+100
p—-1 p-1  p-1 p—-1 p—1 p—1

. . 1 ’ , ™ ’ , 100 .
A jobb oldali elsé tag egész szam. Az eredeti tort akkor €s csak akkor lesz egész, ha a — I

egész. Ez akkor teljesiil, ha p — 1 oszt6ja 100-nak. A 100 osztéi: 1,2,4,5,10,20,25,50,100. Ez
alapjan a p értékei: 2,3,5,6,11,21,26,51,101. Ezek koziil a primszamok: 2,3,5,11,101.
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Ha p = 2, akkor primszamot kapunk:

p®+99 8+99
p—1  2-1

=107

Ha p = 3, akkor nem primszamot kapunk:

p®+99 27 +99
= =63
p—1 3-1

Ha p = 5, akkor nem primszamot kapunk:

p>+99 125+ 99
p—1 5-1

Ha p = 11, akkor nem primszamot kapunk:

p*+99 1331+ 99
p—1 11-1

=143 =11-13

Ha p = 101, akkor nem primszamot kapunk:

p3+99 1030301 +99

T oroT - 10304

Tehat az egyediili megoldas p = 2.
46.

Az egyenldség baloldala paratlan, ezért a jobb oldal is paratlan, vagyis a k = 2r + 1 alaku.

Ezek alapjan:
14p+1=0Q2r+1)3=8r3+12r2+6r+1
14p = 8r3 + 12r% + 6r
7p = 4r3 + 6r% + 3r

7p = r(4r? 4+ 6r + 3)
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Mivel a p primszam, ezért harom eset lehetséges:

1.7 =1és4r? + 6r + 3 = 13 = 7p. Ez nem lehetséges.

2.r=pés4r?+ 6r +3 =4p? + 6p + 3 = 7. Ez sem lehetséges.

3.r=7és4-7>+6-7 + 3 =p = 241. Ez primszam.

Tehat a feladat feltételeinek egyetlen prim felel meg, a p = 241. Ugyanis:

14-241 +1 = 3375 = 153

47.

Ha p paros, azaz p = 2, akkor k paratlan, azaz k = 2r + 1 alaku. Ekkor:
2"+1=0Qr+1)?=4?+4r+1,azaz2" =4r(r + 1)

Mivel a jobb oldali szorzat egyik tényezdje paratlan, a masik paros, a baloldal 2-nek hatvanya,

ezért az egyenldség csak akkor teljesiil, ha r = 1. Vagyis 2" = 8 = 23,azazn = 3.
Ha p paratlan, akkor K paros, azaz k = 2r alakt. Ekkor:
p"+1=(2r)% =4r?
pt"=4r2—1=0Q2r-1)Q2r+1)

Ez az egyenléség csak akkor teljesiil, ha (2r — 1) és (2r + 1) is p-nek valamilyen egész
kitevos hatvanya. Vagyis: 2r — 1 = p' és 2r + 1 = p™~*. Ha a masodik egyenletbdl kivonjuk

n—2i

az elsét: 2 = p"~t — pt = pi(p — 1). Mivel a 2-t két egész szam szorzatéra csak

egyféleképpen bonthatjuk fel: 2 = 1 - 2, ezért az utdbbi egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha

pt =1ésp™ 2 —1 =2 Ebbdli = 0 lehet csakis. Tehat p™ — 1 = 2, azaz p™ = 3, vagyis
p = 3 ésn = 1. Ezek alapjan csak két megoldast kaptunk a feladatra:

1.Ap=2ésn=3.Ekkor23+1=9 =32

2.Ap=3ésn =1 Ekkor3t+1=4 =22
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48.

Barmely p # 3 prim négyzete 3-mal osztva 1 maradékot ad. Eszerint a p? + g% = 538
egyenldség baloldala 3-mal osztva 2 maradékot ad, de a jobb oldal viszont 1 maradékot ad.

Tehat a baloldal valamelyik tagja oszthaté 3-mal.

Ha g = 3, akkor p? + 9 = 538, ebbdl p? = 529 = 232, tehat p = 23. Az elsé egyenléség
alapjan: r = q + 2p = 3 + 2- 23 = 49. A 49 nem primszam, vagyis ez nem megoldas.

Hap = 3, akkor g = 23. Az els6 egyenldség alapjan: r = g+ 2p =23+ 2-3 =29. A 29

primszam, vagyis ez jo megoldas. A keresett szorzat: 3 - 23 - 29 = 2001.

49. A feltétel miatt valamelyik prim a 2. Ha p, = 2, akkor (p; + p, + p3)? = 235. Ez nem
lehet, mert a 235 nem négyzetszam. Legyen p; < p, < ps3,és p; = 2. Ezt beirva az eredeti

egyenldségbe:
(2 +p; +p3)* —pi =231
(2+p2+p3+D04)(2 +p; + 3 —ps) =231
A 231 =3-7-11, ezért a kéttényez0ds szorzat négy esetet ad:

l.eset:231-1.Ha2 +p, +p3 +py =231és 2+ p, + p3 —p, = 1, akkor a kettd

kiilonbsége: 2p, = 230, azaz p, = 115. Ez nem prim, tehat nem lehetséges.

2.eset:77-3. Ha2 +p, +p3 +py =77 és 2 + p, + p3 — py = 3, akkor a kettd
kiilonbsége: 2p, = 74, azaz p, = 37, ami primszam. Ekkor p, + p; = 38.

p, = 3 nem lehetséges, mert p; = 35 lenne, ami nem prim.
p, = 5 nem lehetséges, mert p; = 33 lenne, ami nem prim.
p, = 7 esetén p; = 31, ez j6 megoldas.

p> = 11 nem lehetséges, mert p; = 27 lenne, ami nem prim.
p> = 13 nem lehetséges, mert p; = 25 lenne, ami nem prim.
p, = 17 nem lehetséges, mert p; = 21 lenne, ami nem prim.

p2 = 19 nem lehetséges, mert p; = 19, ami nem kiillonb6zd prim.
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3.eset:33-7.Ha2+p, +p; +py, =33€s 2+ p, +p3 —py = 7, akkor a kettd
kiilonbsége: 2p, = 26, azaz p, = 13, ami primszam. Ekkor p, + p; = 18.

p> = 3 nem lehetséges, mert p; = 15 lenne, ami nem prim.
p, = 5 nem lehetséges, mert p; = 13, ami nem kiilonb6z6 prim.
p, = 7 esetén p; = 11, ez jo megoldas. Tobb eset nincs.

4.eset:21-11. Ha2 + p, + p3 + p, = 21 és 2 + p, + p3 — py = 11, akkor a kettd
kiilonbsége: 2p, = 10, azaz p, = 5, ami primszam. Ekkor p, + p; = 14.

p, = 3 esetén p; = 11, ez jo megoldas.

p> = 5 nem lehetséges, mert p; = 9 lenne, ami nem prim.

p, = 7 nem lehetséges, mert p; = 7, ami nem kiilonb6zd prim.

Tehat harom megoldésa van a feladatnak:
p1=2,p,=7p3=11,p, =13
P1= 2,02 = 7,p3 = 31,py = 37
P1=2,p,=3p3=11p, =5

50.

A kifejezésnek paratlannak kell lennie, ezért a harom prim koziil mindharom paros vagy 1db

paros.

Ha mindharom péros, akkor p = q = r = 2. Ekkor: 24 + 24 + 2* — 3 = 45, de ez nem

primszam.

Ha 1 db paros (pl. r = 2), akkor p* + q* + 2* — 3 = p* + q* + 13. Ezt az 6sszeget
vizsgaljuk 3-mal val6 oszthatdsag szerint. Minden prim (a 3-at kivéve) 3k + 1 alaka. Legyen

p =3k +£1¢ésq=3n+ 1! Ekkor:

Bk+1)*+(@Bn+t1)*+13=3K+1+3L+1+13 =3K + 3L+ 15,ahol K, L egész.
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Ez az 6sszeg oszthato 3-mal. Vagyis p és g egyike nem lehet 3k + 1 alakq, tehat csak a 3
lehet. Mindketté nem lehet 3, mert ekkor 3* + 3* + 13 = 175, ami oszthat6 5-tel. Legyen pl.
q = 3! Ekkor: p* + 81 + 13 = p* + 94, ahol p > 3. A primek negyedik hatvénya az 5
kivételével 1-re végzddnek. Ezért --- 1 + 94 = --- 95, de ez oszthatd 5-tel, tehat nem prim. Azt
kaptuk, hogy a hadrom prim csak a 2, 3, 5 lehet valamilyen sorrendben. Ezek megfelelnek a

feladat feltételeinek, ugyanis: 5* + 3* + 2* — 3 = 719, ami primszam.
51.

A kifejezés csak akkor lesz egész szam, ha egy k > 0 egész esetén:

Alakitsuk at a kifejezést €s vizsgaljuk meg mikor lesz négyzetszam:

n+ n—p+2 2
P: p P:1+ p
n—p n—p n—p

Ez akkor lesz egész, ha az n — p osztdja 2p-nek, vagyis:
n—p=12,p,2p—-1,-2,—p,—2p,azaz
n=p+1Lp+22p3p,p—1,p—-2,0,—p
Az utolso keét eset nem lehetséges. A tobbi esetben:

n+p

=1+2p,1+p,3,2,1-2p,1—p

Ezek koziil a 2, 3 nem négyzetszdm, az utolsé kettd pedig negativ.
Ha 1+ 2p = k?, akkor 2p = k? — 1 = (k — 1)(k + 1). Ezek értékei:
k—1:1,2,p,2p

k+1:2p,p,2,1
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Ezek szerin k és p lehetséges értékei:

1
= — =2 = = ——
p Z,p ,p=0,p >

Ekkor n = 2, 5. Ezek koziil egyik sem johet szamitasba.

Hal+p =k? akkorp = k? —1 = (k — 1)(k + 1). Ezek értékei:
k—1=1ésk+1=pvagyk—1=pésk+1=1

A masodik esetben nem kapunk megoldast. Az els6 esetben k = 2 és p = 3. Ekkor:

n+3_4
n—3

Ebb6l n = 5. A feladat megoldésa: p = 3 ésn = 5.

52.

Az r < q < p primek szamtani sorozatot alkotnak, melynek differencidja 8. Vagyis

q =1+ 8ésp =r+ 16. Vizsgaljuk meg a primeket 3-mal vald oszthatdsagra!

Ha r 3-mal osztva 1 maradékot ad, azaz r = 3k + 1 alakq, akkor

q=r+8=3k+9=3(k+3)

Tehat g oszthato lenne 3-mal, ami nem lehetséges.

Ha r 3-mal osztva 2 maradékot ad, azaz r = 3k + 2 alakq, akkor
p=r+16=3k+18 =3(k+6)

Tehat p oszthatod lenne 3-mal, ami nem lehetséges.

Ha r 3-mal oszthato, akkor r = 3 lehet csak. Ekkor:
q=r+8=11ésp=r+16=19

Ezek mindegyike prim, teh4t megfelelnek a feladat feltételeinek.
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53.

Emeljiik négyzetre a kifejezést, majd alakitsuk at:

2
(Vpa® +Vap®) = pa® + ap® + 2/p*q* = pa(p? + 4*) + 2p*q? =
= pq(P*+q* + 2pq) = pq(p + q)* = 1134
Az 1134 = 2 - 3* - 7, tehat két négyzetszam osztdja lehet, a 9 és 81. Ezért

(p+q)? =9vagy (p + q)? =81

Ebbdl: p + g = 3vagy p + q = 9. A 3 nem bonthat6 fel két prim 6sszegére, igy ez nem
lehetséges. A p + q = 9 lehetséges, amibdlp = 7,q = 2vagyp = 2,q = 7.

54,
Alakitsuk szorzatta a kifejezést:

(p1 + P2+ D03+ 0u)(P1 — P2 — P3s —Pa) = 136
Mivel 136 = 23 - 7, ezért négyféleképpen bonthatjuk kéttényezds szorzatta:
1.eset: Ha 136 = 1-136,akkorp; —p, —p3 —ps = 1ésp; + p, + p3 + py = 136.
2.eset: Ha 136 = 2-68,akkor p; —p, —p3 —ps = 2ésp; + p, + p3 + p, = 68.
3.eset: Ha 136 = 4 - 34, akkor p; —p, —p3 —ps =4 ésp, + p, + p3 + py = 34.
4.eset: Ha136 = 8-17,akkor p; —p, —p3 —ps =8ésp, +p, + p3 +py = 17.

Mivel p; + p, + p3 + Py + P — P2 — P3 — Pa = 2p; paros, igy az els6 és negyedik eset nem

lehetséges.

A 2. esetben:

{pl—pz—ps—m=2
p1 +p2 +ps+py =68

Ebbdl 2p; = 70, vagyis p; = 35. Ez nem primszam, tehat nem lehetséges.
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A 3. esetben:

{P1_P2_P3—P4=4
p1+ P2 +p3+p,=34

Ebbdl 2p, = 38, vagyis p; = 19. Ekkor p, + p; + p, = 15. A 15-6t fel tudjuk bontani
harom prim 6sszegére: 15 = 3 + 5 + 7. Tehat a kérdezett szorzat: 3-5-7 - 19 = 1995.

55.

A harom szam koziil az egyik mindig oszthat6 3-mal. Vizsgaljuk meg a 3-mal val6

oszthatosagokat!

Han = 3,akkorn+2 =5ésn+ 4 = 7. Ez j6 megoldas.

Ha n # 3, akkor harom eset lehetséges:

1. n = 3k. Ekkor n nem primszam.

2.n =3k + 1. Ekkor n + 2 = 3(k + 1), vagyis nem primszam.

3.n =3k + 2. EKkor n + 4 = 3(k + 2), vagyis nem primszam.

56.

Vizsgaljuk meg az 5-tel val6 oszthatosagokat!

Han=5,akkorn+6 =11,n+ 12 =17,n+ 18 = 23,n + 24 = 29. Ez j6 megoldas.
Han # 5, akkor 6t eset lehetséges:

1. n = 5k. Ekkor n nem primszam.

2.n =5k + 1. EKkor n + 24 = 5k + 25 = 5(k + 5), vagyis nem primszam.
3.n =5k + 2. EKkor n + 18 = 5k + 20 = 5(k + 4), vagyis nem primszam.
4.n =5k — 2. Ekkorn + 12 = 5k + 10 = 5(k + 2), vagyis nem primszam.

5.n =5k —1.Ekkorn+ 6 = 5k + 5 = 5(k + 1), vagyis nem primszam.
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57.

Vizsgaljuk meg az 5-tel val6d oszthatosagokat!

Han = 7, akkor n® — 6 = 337,n3 + 6 = 349. Ez j6 megoldas.
Han # 7, akkor harom eset lehetséges:

1. n = 7k. Ekkor n nem primszam.

2.n=7k+1vagyn =7k + 2 vagy n = 7k + 4. EKkor n® + 6 = 7m, vagyis nem

primszam.

3.n=7k+3vagyn =7k —2vagyn = 7k — 1. Ekkor n® — 6 = 71, vagyis nem

primszam.

58.

A kifejezést alakitsuk szorzatta:
n—-n+3=n*-1D+3=n(n-1n+1)+3

Azn — 1,n,n + 1 harom egymast kovetd pozitiv természetes szam, tehat valamelyik oszthatod
3-mal. Tehéat az n® — n + 3 kifejezés az n-t6l fliggetleniil mindig oszthat6 3-mal. Az egyetlen
megoldds n = 1, mert n3 —n + 3 = 3. Mas megoldas nincs, mert 1-t61 nagyobb n esetén

n3 —n + 3 > 3 és oszthatd 3-mal, vagyis Osszetett szam.
59.
A kifejezést alakitsuk szorzatta:
n+nl+nt+n?+1=m*+n?2+1)2—-n®-2n*—n?=
=*+n?+1)2-*+n)?=(*-n*+n’-n+1DM*+n3+n>+n+1)

Tehat a kifejezés altaldban nem lesz primszam, mert két szam szorzatara bonthatd. Akkor

lehet csak prim, ha az egyik tényezd 1, a masik pedig primszam. Ez csak igy lehetséges, ha
n* —n3 +n? —n+ 1 = 1. Bzt atalakitva:

n—nt+nP-n=n*n-D+nn-D=R*+nn-1D=nr?*+1Dn-1)=0
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Ez akkor teljesiil, han = 1. Ekkor n® + n® + n* + n? + 1 = 5, ami primszdm. Minden mas
n-re dsszetett szam lesz.

Megjegyzés: Az ilyen tipusu feladatokban az egyik leggyakoribb modszer a szorzatt alakitas.
Ha egy kifejezést szorzattd alakitottunk, akkor az altalaban nem lesz primszam, néhany

kivételtdl eltekintve. Ezeket a kivételeket megvizsgalva, konnyen adédik a megoldas.

7.2 Bizonyitsuk be, hogy...

Igazoljuk, hogy az a = 4k*, ahol 1 < k, és k € N alak( szdmokra igaz az allités.

Megmutatjuk, hogy az n* + 4k* szam felbonthaté két egész szam szorzatéra, melyek egyike

sem egyenld 1-gyel, azaz nem primszam.
b =n* + 4k* = (n? + 2k?)? — 4n%k? = (n? + 2k? — 2nk)(n? + 2k? + 2nk)
Itt a kisebbik tényezdre:
(n?+2k*>=2nk)=n—-k)?*+k*>1

Az egyenlbség csak n = k = 1 esetén all fenn. Tehat végtelen sok k és a = 4k* szam felel

meg az allitasnak.
2.

Indirekt bizonyitjuk be. Tegyiik fel, hogy 8p + 1 négyzetszam. Ekkor ez egy paratlan szam

négyzete:
8p+1=_2n+1)>?
Mivel 3 < p,ezért 3 < n teljesiil. Ebbdl:
8p=4n’+4n=4n(n+1)
_ nn+1)

2
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Az n ésn + 1 koziil az egyik paros és a fele egész. Igy a p primszamot két természetes szam
szorzatara bontottuk, és 3 < n miatt mindkét tényez6 nagyobb 1-t6l. Ez ellentmondas, tehat a

feltevés helytelen.

3.

, . d . , o . .,
A feltétel szermt% = Legyen a tovabb mar nem egyszerusithetd alakja % .Legyenjéskaza

természetes szam amivel egyszerusitettiink. Felirhat6 a kovetkezo:
a=ju, c=jv, d=ku b=kv.
Eszerint:
a+b+c+d=ju+v)+k(u+v)=G+k)(u+v)

Ez pedig egy Osszetett szam, mert mindkét tényez6 értéke legalabb 2. Ebbdl kovetkezik, hogy
hax, y, U, v olyan természetes szamok, amelyekre xy = uv és n tetszéleges természetes szam,
akkor (x™ + y™ + u™ + v™) Osszetett szam. Ugyanis, ha xy = uv, akkor x™y™ = u™v", tehat

aza=x" b=y" c=u" d=v" szamokra alkalmazhat6 az ¢l6z6 allitas.
4.

Tegytik fel, hogy ez a szam racionalis. Ez azt jelentené, hogy a tizedes tort szakaszos lenne,
azaz volna olyan k természetes szam, hogy a tizedes tort alakban egy helyt6l kezdve k egymas

utani szamjegy rendre megegyezne az utana kovetkezo k-val, és igy tovabb.

Csebisev tétele értelmében minden primszam é€s a kétszerese kozott van primszam. Ebbol

tobbek kozott az is kdvetkezik, hogy barmely n természetes szdmra van legalabb két darab

n-jegytl primszam. Valasszuk n-et k tobbszordsére ugy, hogy két n-jegyii primszam mar a

tizedes tort szakaszos részére essen. Ezt elég nagy tobbszoros esetén mindig megtehet;jiik.

A szakaszossag miatt az els6 primszam minden szamjegye, mivel n tobbszordse k-nak,
megismétlddik. Ez azt jelenti, hogy a két primszam azonos jegyekbdl all, azaz azonos. Ez
nem lehet igaz, igy az a feltevésiink, hogy a felirt tizedes tort racionalis, helytelen. Tehat a

szam irracionalis.
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Legyen [%] = k,ekkor n = kp + m, ahol k,megészek és 0 < m < p. Azt kell

bizonyitani, hogy (Z) p — vel osztva k maradékot ad.

(n)=(kp+m)(kp+m—1)---kp---(kp+m—p+1):
p p!

(kp+m)-(kp+D(kp—1) - (kp+m—p+1)
=k-
(»— D!

A szamlaloban eredetileg p darab egymas utan kdvetkezd szam allott, ezek maradékai p-vel
osztva mind kiilonbozdek, tehat valamilyen sorrendben 0,1,2, ...,p-1. K6ziiliik a p-vel oszthato

maradt ki, ezért a kifejezés igy alakithato:

k

(n):k_qp+(p—1)!: kap
p (p - D! (p - D!
Ez p-vel osztva valoban k-t ad maradékul, hiszen az 6sszeg els tagja oszthato p-vel mivel

egész szam és nevezdje relativ prim p-hez.
6.

Az 1-t6] balra lefelé indul6 atloban a paratlan négyzetszamok szerepelnek, ugyanis mindegyik
szam egy 1 kdzéppontu, paratlan oldalszdmu négyzet utolsé kockajaban szerepel. A 9-es
oszlopaban all6 szamok koziil a 10 az el6z6 saroktol egy, a 27 kettd, az 52 harom mezdre van.
Altaldban a (2k + 1)? sorszamu saroktol k mezével kell tovabbmenni. gy a 9-es alatti
oszlopban 1év6 szamok (2k + 1) + k = (k + 1)(4k + 1), ahol 1 < k, két 1-nél nagyobb
egész szam szorzataként irhato fel, azaz nem primek. A 24-es alatti oszlopban a 26-tal kezdve
az 1-gyel kisebb szamok allnak, vagyisa (2k +1)?+k—1 = k(4k +5) ahol2 < k. A

25 = 5- 5 szintén 0sszetett szam. Tehat igaz az allitas. Hasonl6 modon bizonyithato, hogy a

284 alatti oszlopban, a 14-est6l és az 55-6st6l jobbra 1év6 sorban szintén nincs primszam.
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A 3 < p primszam mindkét szomszédja paros, tehat oszthato 2-vel.

Ap—1, p, p+ 1 egymast kdvetd harom természetes szam, tehat valamelyik oszthato 3-
mal. Mivel a p prim, az egyik szomszédja oszthatd 3-mal.Egy szam akkor oszthat6 6-tal, ha

oszthato 2-vel és 3-mal. Ezzel az allitast igazoltuk.
8.
1, Hap < 30: Az allitas igaz.

2, Ha 30 < p: Ekkor p-bdl levonjuk a 30 egy alkalmas tobbszordsét. ( p — 30k = maradék )
Mivel 30 oszthat6 2 — vel,3 — mal és 5 — tel, p viszont egyikiikkel sem, igy a maradék
sem lehet ezekkel oszthat6. Tehat ugyanannyi maradékot ad 2 — vel, 3 — mal, 5 — tel o0sztva,
mint p . A maradékok a kovetkezok lehetnek: 1,7,11,13,17,19, 23, 29. Ezzel az allitast

igazoltuk.
9.

Mivel p és g 3-nal nagyobb iker primek, ezért a koztiik 1év6 szam oszthatd 6-tal. Tehat a p és
q szamokat 6k + 1 illetve 6k — 1 alakban irhatjuk fel, ahol k egész szadm. Hasonloan r és S is
6l + 1 illetve 61 — 1 alaku, ahol | egész szam. A p és r 6-tal osztva vagy ugyanazt a
maradékot adjak vagy nem. A két lehetséges eset koziil elég az egyiket vizsgalni a 12-vel valo

oszthatdsagra, mert a masik eset csak —1-szeres szorzoban tér el.
A= (6k+1)6l+1)—-(6k—1)(6l—-1)
B=(6k+1)6l—1)—(6k—1)(6l+1)
A miuveletek elvégzése utan:
A=12(k+ 1)
B=12(l—k)

Mivel k és | egész szamok, az A és B is oszthato 12-vel.
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10.

Ha a és b nem relativ primek, akkor van egy k6zos k primosztoéjuk. Mivel k 0sztja b-t, osztja a
P, g, r szamok egyikét. Tételezziik fel, hogy k a p osztdja. Ekkor az a — p(q + r) kiilonbség
mindkét tagja oszthatd k-val, tehat a vele egyenld qr szorzat is oszthato k-val. Vagyis q és r
egyike oszthato k-val. Ezzel belattuk, hogy a p, g, r szamok nem relativ primek. Tehat ha p, q,

I szamok paronként relativ primek, akkor a és b relativ primek.

Haanp, g, r szamok koziil mondjuk p-nek és g-nak van egy kozds K primosztoja, akkor a
q(p + r) + pr Osszeg, azaz az a is oszthato k-val. Viszont k-val oszthaté a b = pqr szorzat

is, tehat a és b nem relativ primek. Tehat az allitas megforditasa is igaz.

11.

Azt kell beldtni, hogy az a, — 1 = 52" ' — 1 szamnak legaldbb n darab kiilsnb6z8

primosztdja van. Teljes indukcidval bizonyitjuk.
1. Az n = 1 esetén az allitas igaz.
2. Tegylik fel, hogy n = k esetén igaz.

3. Léassuk be, hogy n = k + 1 esetén is igaz:
Quir —1=5" —1= (52" - 1) (52"‘1 + 1) = (a, — D(ay + 1)

A feltevésiink miatt az (a; — 1) szamnak legalabb k darab kiilonboz6 primosztdja van. Azt
kell még igazolni, hogy az (a; + 1) szamnak van olyan primosztdja, amely nem osztdja

(ax — 1)-nek. Igaz a kovetkezo:
(ak—l,ak+1) =2

Nyilvanvalé, ha (a, — 1, a; + 1) = d, akkor d osztdja a* — 1 és d osztoja a® + 1 és igy d
osztdja az (a® + 1) — (a* — 1) = 2 kifejezésnek. Mivel a® — 1 és a* + 1 is paros, a 2

koz0s osztojuk, azaz a 2 osztdja d-nek, tehat d = 2.
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Az (a — b) osztdja az a™ — b™ kifejezésnek. Ebbdl kdvetkezik, hogy 4 osztoja a af — 1

kifejezésnek és (a, — 1,a, + 1) = 2 miatt a 4 nem osztdja a® + 1 kifejezésnek.
Mivel a; + 1 > 2, az (a + 1)-nek a 2-n kiviil kell, hogy legyen mas primosztdja is,
ami (a; — 1,a;, + 1) = 2 miatt (a;, — 1)-nek nem primosztoja.

12.

Mivel p; = 2,p, = 3, ezért ha 3 < n, akkor 1 + p;p, - p,, 2-vel és 3-mal osztva 1-et ad

maradékul, igy minden primosztdja legalabb 5.
Tegyiik fel az allitas ellenkez6jét, azaz a sorozat n-edik eleme 5.

Ekkor 1 4+ p;p, -+ pr—1 legnagyobb primtényezdje 5, tehat ennek a szamnak 5-t61 kiilonb6z6

primtényezdje nem lehet. Ez azt jelenti, hogy 1 + p;p, -+ p—1 az 5 valamilyen hatvanya:

PiP2 = Pn-1 = 5% — 1.

A jobb oldal oszthat6 4-gyel, mert (a — b) osztdja az a™ — b™ kifejezésnek. A baloldalon
(n — 1) darab prim szorzata szerepel, melyek koziil az els6 2, a tobbi pedig 2-nél nagyobb. Ez

a sorozat tehat nem oszthat6 4-gyel. Ez ellentmondas, tehat az 5 nem eleme a sorozatnak.
13.
Indirekt médon bizonyitjuk. Legyenek az adott szdmok:

a,,dy, -, ay,ahol 1 < a; < (2n — 1)? és legyen a; legkisebb primosztdja p;. Mivel q;
nem primszam, van p;-n kiviil még primosztoja, azaz p? < a; < (2n — 1)%. Az igy kapott p;
primek kiilonbozdek, mert ha p; = p; lenne, akkor p; osztdja lenne a;-nek és a;-nek is, de a
feltétel szerint a; €s a; relativ primek. Tehat kapunk n kiilonb6z0 primet, melyek kisebbek
(2n — 1)-nél. Ez lehetetlen, hiszen 1 és (2n — 1) k6zo6tt (n — 2) darab paratlan szam van, és
a 2-t kivéve minden prim paratlan. Tehat 1 és (2n — 1) kozott legfeljebb (n — 1) darab

kiilonb6z6 primszam talalhatd, ami ellentmondas. Vagyis az allitas igaz.
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14.

Két egész szam koz0s osztdja osztja a kiilonbségliket is. Tiz egymas utani szam kozil kettot
valasztva a kiilonbség legfeljebb 9, azaz a a k6z0s 0szto is legfeljebb 9. Ha a legnagyobb
koz0s osztd nem 1, akkor az oszthat6 a 2, 3, 5, 7 valamelyikével, de akkor a valasztott szamok
is oszthatok. Tehat ha talalunk a tiz szadm kozott olyat, amelyik a 2, 3, 5, 7 egyikével sem

oszthato, akkor az a masik kilenchez relativ prim.

Tiz egymast kovetd szam kozott 6t paratlan van, ezek koziil legfeljebb kettd oszthatd 3-mal és
legfeljebb egy-egy oszthato 5-tel, illetve 7-tel. Mindig marad legalabb egy paratlan szam,

amelyik 3, 5, 7 egyikével sem oszthato. Ez a szam megfelel a kovetelményeknek.
15.

A tizenkét szomszédos szam koziil hat paros, ezek egyike sem primszam. A tizenketté szadm
kozott négy oszthatd 3-mal, melyek fele paratlan. Ez a két paratlan szam szintén nem

primszam.
16.

Egy egész szam pontosan akkor nem primhatvany, ha van két relativ prim valodi osztoja.

Keressiik az n darab szamot a kovetkezo alakban:
{24+ M,3+M,--,(n+ 1) + M}

Ha k osztoja M-nek 2 < k <n + 1 esetén és M = k - my, akkor k + M = k(1 + m;). Ebbol
latszik, hogy ha k osztoja my-nak, akkor is a k és 1 4+ m,, relativ primek. Vagyis minden 1-t6l
nagyobb k esetén a k + M eldall két 1-nél nagyobb relativ prim szorzataként. Ha tehat k?
osztdja M-nek 2 < k < n + 1 esetén, akkor a fenti alakban keresett szamok egyike sem

primhatvany. A feltétel biztosan teljesiil az M = [(n + 1)!]? valasztas esetén.

17.

Indirekt modon bizonyitjuk. Tegylik fel, hogy A = 2™ — 1 primszam, de az n nem primszam.
Legyenn = a-b,ahol 1 < a,b egész szamok. Ekkor:

A=2%—1=2%-1)(200"Y 4 2a=D 4 ... 4 20 4+ 1)
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Mivel 2 < a,ezért 3 < 2% — 1, a masik tényezo pedig nem kisebb 5-t6l. Tehat az A dsszetett

szam. Ez ellentmondas.
Az 4llitds megforditisa nem igaz. Ellenpélda: 211 — 1 = 23 - 89,
18.

Ha 3 < p, akkor 24 osztdja a p?> — 1 szdmnak, mert p> — 1 = (p — 1)(p + 1) és mivel 3
nem osztdja p-nek, ezért p — 1 és p + 1 koziil az egyik oszthato 3-mal. A p paratlan szam
négyzete 8-cal osztva 1 maradékot ad, tehat a 8 osztdja a p? — 1 szamnak. Mivel (3,8) = 1,

ezért a 24 osztdja a p? — 1 szamnak.
19.

Legyen p — 1 és p + 1 ikerprimek, ahol 6 < p. A két ikerprim 6sszege 2p, amirdl be kell
latni, hogy oszthat6 12-vel. Mivel p paros, ezért 4 osztoja 2p-nek. Ap —1ésp + 1
primszamok, tehat 3 osztoja p-nek. A (3,4) = 1, ezét a 12 osztoja 2p-nek.

20.

a3+b3

Ap= egész szam és 4-gyel nem oszthato, tehat a és b paratlan szamok. Ezért a
2

c= %pozmv egész szam. Alakitsuk p-t szorzatta és felhasznalva a b = 2¢ — a helyettesitést

a kovetkez6t kapjuk:
p = c(3a? — 6ac + 4c?) = c[3(c — a)? + ¢?]

Hac # 1, akkor 0 < 3(c — a)? + c¢? # 1. Ebbél kivetkezik, hogy p nem prim. Tehét ¢ = 1.
Ekkor p = 3a% — 6a + 4, illetve p = 3b? — 6b + 4. Igy belattuk azt is, hogy a + b = 2 és

. . i . . . a+b3 . , ,
mivel a és b pozitiv egészek, ezért a = b = 1. Vagyis aT = 1, ez pedig nem primszam.
a®+p3

2

Tehat nincs olyan a és b természetes szam, melyekre az prim lenne.

Az el6z6 érvelés akkor is igaz, ha a és b egész szamok. Ebben az esetben mar van megoldas.

Példaul a = 3,b = —1.
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21.

Az 1999 paros kitevoji hatvanya 1-re végzodik. Ha ehhez a szamhoz hozzaadunk 2014-et,

akkor olyan szamot kapunk, amely 5-re végzddik, vagyis oszthato S-tel.
22.
A gyokjel alatti szam a kovetkezo alakban is felirhato:
225-10% — 10%*2 + 10*** + 9 = 225 - 10%* — 10%(100 — 10) + 9 = (15 - 10* — 3)?
Tehat:
A-3=15-10k-3

Ebbdl:

A=15-10%
Ez pedig csak a 2, 3, 5 primtényezdket tartalmazza.
23.

Legyen p4,py, ***, Pn primszamok. Ekkor:

1 1 . i=p2p3-..pn+p1p3u--pn+---+p1p2...pn_1
P1 D2 Pn D1P2 *** Pn

A tort szamlaloja nem oszthatd p,-gyel, mert az elsé tag nem oszthat6 vele. Hasonloan
belathato, hogy a tort p,, ps, -+, P, primek egyikével sem oszthatd. Tehat a tekintett 6sszeg
nem lehet egész szdm. Ha 2 < n, akkor a szamlalo nem lehet 1, tehat a keresett 6sszeg nem

lehet egész szam reciproka sem.

24.

Alakitsuk at a kifejezést az alabbi modon:
p*=5p°+4=@*-DP*-D=@-2)@+2)(p-D{@E+1)és 360 =235

Elég azt belatni, hogy 3% - 5 osztdja a p* — 5p? + 4 kifejezésnek.

239



25.

Indirekt moédon bizonyitjuk.
1. Tegyiik fel, hogy \/p = % ahol (a,b) = 1 és b # 0. Ekkor:
pb?|a?és p|a és p?|a? és p?|pb? és p|b? és p|b
A pla és p|b ellentmond a feltételben szereplé (a, b) = 1 kiko6tésnek, tehat \/E irracionalis.
2. Tegyiik fel, hogy \/p - q = % ahol (a,b) = 1 és b # 0. Ekkor:
pqb?|a”és pla és p*|a® és p*|pqb? és p|qb?
és mivel p nem osztbja q — nak, ezért p|b? és p|b

A pla és p|b ellentmond a feltételben szereplé (a, b) = 1 kikotésnek, tehat /p - q

irracionalis.
26.

1. Amennyiben /p? + 1 racionalis szam, akkor egész szam is, azaz /p? + 1 = a > 0. Tehat
p?=a?—-1=(a—1)(a+1),azaz (a — 1)|p% ebb6la—1=pvagya—1=1.
Mindkét esetben ellentmondéshoz jutunk, hiszen p? = p(p + 2) illetve p? = 2 - 3 adédik.

2.Ha/p?2 — 1 = b > 0 igaz lenne, akkor b? = p? — 1 miatt b? < p?, b < p teljesiilne.
Masrészt (p — 1)? < p? — 1,ha 1 < p. Tehat (p — 1)? < b%,(p — 1) < b. Ez pedig

ellentmondashoz vezet, ugyanis p — 1 < b < p egész szamok esetén nem lehetséges.
27.

Ha n pératlan, akkor 2" + 1 = (2 + 1)(2" 1 — 2™*2 + ... + 20), Ekkor 2™ + 1 oszthatd
lenne 3-mal, tehat 2™ + 1 csak ugy lehet prim, ha 2™ + 1 = 3 vagy n paros szam. Az n-nek
nem lehet 2-nél nagyobb primosztoja, ugyanisha 2 < p és p|nazazn =p -k, k # 0, akkor
2" +1=02P +1 =2+ 1D((2P1 - (25)P=2 + ... 4+ 1) miatt 2 + 1|2" + 1 lenne.

Tehat az n primtényezds felbontasaban csak a 2 szerepelhet, azaz n = 2%
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28.
Ap —1ésp+ 1szamok parosak és valamelyikiik oszthato 3-mal.

1.Ha3|p — 1, akkor p — 1 = 3k,ahol k = 1,2,---. Mivel p — 1 paros, ezért k = 2n alaku,
aholn =1,2,---,azazp — 1 = 3(2n) = 6n. Ebb6l p = 6n + 1.

2. Hasonloan lathat6 be a 3|p + 1 eset is.

29.

Elészor lassuk be, hogy létezik két olyan X és y egész szam, melyekre x2 — y? = p.
Az x? —y2 = (x — y)(x + y) = p. Négy esetet kiilonbdztethetiink meg:
lx—y=1ésx+y=p

2.x—y=pésx+y=1

3 x—y=—-1lésx+y=—-p

4 x—y=-pésx+y=-1

Minden esetben a kdvetkezdt kapjuk:

p’+2p+1 , . p’—2p+1
= b5 Y= ———

2
* 4 4

A megoldasbol az is latszik, hogy x? és y? egyértelml.

30.

A 2™ —1,2", 2" 4+ 1 harom szomszédos természetes szam, tehat valamelyikiik oszthatd

3-mal. Mivel 2"nem oszthat6 3-mal, igy 2™ — 1 és 2™ + 1 koziil az egyik oszthat6 3-mal,

tehat egyszerre nem primszamok.
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31.
Induljunk ki a kovetkezd egyenldségbdl:
2P — 2 =2P9 — 2P 4 2P — 2 = [(2P)9 — 2P| + (2P = 2) -+ (D

A feltevés szerint 2P9 — 2 oszthat6 g-val, illetve a Fermat-tétel szerint a? — a oszthato a p
primszammal. Tehat az (1) jobb oldalan ha a = 2P, akkor (2P)? — 2P oszthatd g-val. Ebb6l
kovetkezik, hogy az (1) jobb oldalanak masodik része, (2P — 2) oszthaté g-val. Azonban
szintén a Fermat-tétel szerint (2P — 2) oszthat6 p-vel is, igy (2P — 2) oszthatd a pq szorzattal

is. Mivel:
2P4 — 2 = 2P4 — 24 424 — 2 = [(29)P — 29] + (29 = 2) --- (2)
Ezért hasonlo gondolatmenettel bizonyithatd, hogy (29 — 2) is oszthat6 a pq szorzattal.
32.
A kifejezést a kovetkezo alakban is felirhatjuk:
p(x +y) = 2xy

A jobb oldalon 4ll6 szorzat oszthato p-vel, tehat X vagy y oszthat6 p-vel. Mivel x és y
szimmetrikusan szerepelnek az 6sszefiiggésben, akdrmelyik esetet vehetjiik. Tegyiik fel, hogy

y a p tobbszorose, azaz y = kp. Ekkor a p(x + kp) = 2xkp egyenletbdl:

_ _kp
T 2k—1

X

Ha k = 1, akkor y = x = p, de ezt kizartuk.

Ha k > 1, akkor k és 2k — 1 szamoknak nem lehet kozos osztojuk, tehat 2k — 1 a p osztdja

kell, hogy legyen. Azaz 2k — 1 = 1 vagy 2k — 1 = p. Azonban 2k — 1 = lesetben k = 1,

de ezt kizartuk. Ezek szerint 2k — 1 = p, illetve k = pTH az egyediili lehetdség. Ekkor:

p+1 4 _plp+1)
2 y 2
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Ellenorzés:

1 1 2 2 2 ( 1) 2 p+1 2
p Perl p(p2+1) p+1 pp+1) p+1 p/ p+1 p p

33.

Han — 1 ésn + 1 primek, akkor n paros szam és mivel harom egymas utan kovetkezd szam

egyike oszthatd 3-mal, ezért n oszthatd 3-mal, tehat n oszthatd 6-tal, kivéve ha
n—1=3vagyn+1=23.

Tovabba n vagy tobbszordse 5-nek vagy nem. Az els6 esetben n oszthatd 30-cal is, kivéve, ha

n = 6. A masodik esetben, mivel az 6t egymasutan kovetkezo n — 2,n — 1,n,

n + 1,n + 2 szamok egyike oszthat6 5-tel, vagy n — 2 vagy n + 2 oszthat6 5-tel. Tehat vagy
n — 12 vagy n + 12 is oszthato 5-tel. Azonban n oszthato6-tal, ezértn — 12 ésn + 12 is
oszthato 6-tal, azaz n — 12 vagy n + 12 oszthat6 30-cal. Amint lattuk, az allitas csak akkor

igaz,han #2,n # 4,n # 6.
34.

Legyen x < n, mely n-hez relativ prim, vagyis (x,n) = 1. Ha x paratlan szam, akkor
(x,2n) = 1. Ha x paros szam, akkor (x, 2n) = 2. Azonban most (x + n) paratlan és

(x + n,2n) = 1, tehat vagy x vagy (x + n) a 2n-hez relativ prim. Ezekkel viszont
kimeritettiik a 2n-hez relativ primszamokat, mert ha y (ahol y < n) az n-hez nem relativ

prim, akkor sem y sem y + n nem relativ prim a 2n-hez.
Megforditva: Ha (z,2n) = 1, akkor z paratlan és (z,n) = 1.

Két eset lehetséges: z < n vagy n < z < 2n. Utobbi esetben (z — n) az n-nél kisebb paros

szam, ugy hogy (z —n,n) = 1.
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35.

1. Ha egy p primszam az a, b, ¢ relativ primszamok szorzatanak osztoja, akkor p az a, b, ¢
szamok csakis az egyikét osztja. Tegyiik fel, hogy p az a osztoja. Ekkor p az ab + bc + ac
Osszeg két tagjat osztja, de nem osztdja a bc tagnak, tehat nem lehet osztdja az ab + bc + ac
osszegnek sem. fgy barmely p primszam, mely az abc szorzatnak osztoja, nem osztdja az

ab + bc + ac 6sszegnek, vagyis valoban relativ primek.

2. Tegyiik fel, hogy abc és ab + bc + ac relativ primek. Ebb6l kovetkezik, hogy az abc
szorzat barmely két tényezdje relativ primszam. Ugyanis, ha pl. a és b szamoknak volna
koz0s osztojuk, akkor ez osztana az abc szorzatot és a haromtagu dsszeg mindegyik tagjat,

tehat az 0sszeget is. Azaz a feltevéssel ellenkez6 eredményre jutnank.
36.

A primszamok egyike sem lehet 3. Ugyanis, ha p # 3 primszam és g = 3, akkor ap? — 9
nem oszthatd 3-mal, tehat nem oszthato 24-gyel sem. A kifejezést alakitsuk at a kovetkezo

modon:

pP-q’=@*-D-(*-1D
Ha p a 3-t6l kiilénb6z6 primszam, akkor (p? — 1) oszthaté 24-gyel. Ugyanis:

®?>—1)= (-1 (p+1),ahol (p — 1) és (p + 1) két egymas utani paros szam, tehat
egyikiik oszthato 4-gyel, a szorzatuk pedig 8-cal. Mivel a p nem oszthaté 3-mala (p — 1)
vagy (p + 1) a 3 tobbszordse, tehat szorzatuk oszthatd 3-mal. Hasonld modon belathato, hogy

a (g% — 1) is oszthat6 24-gyel, vagyis az allitas igaz.
37.

A 3-ndl nagyobb szamokbol all6 ikerpar két szomszédos 3-mal nem oszthatd paratlan szam.
Mivel harom szomszédos szdm kozt mindig van paros €s 3-mal oszthato, az ikerparokat
elvalaszto szamok 6-tal oszthatok. Két iker primszam Osszege a kozéjiik esé szam duplaja,

tehat oszthatd 12-vel.
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38.

Mivel a, b, ¢ harom egymast kovetd szam, ezérta = b — 1 és c = b + 1. Ezért:
b2—a’?=(b—-a)(b+a)=2b—-1
c?=b?>=(c—=b)(c+b)=2b+1

Két szam k6z0s osztoja a két szam kiilonbségének is osztdja. Ebben az esetben a kiilonbség 2,
de ez nem lehet k6z0s 0sztd, mert mindkét szam paratlan. Tehata 2b — 1 és 2b + 1 valdban

relativ primek.
39.

Két iker primszdmmal szomszédos harom szam, hdrom egymas utdn kovetkez6 paros szam,
melyek koziil legalabb egy 4-gyel oszthat6. A harom szomszédos szam a két iker

primszammal egylitt 6t egymas utan kovetkezd szam, melyek koziil legalabb egy oszthato

3-mal, és egy 5-tel. Mivel ezek az oszthaté szamok nem lehetnek 7-nél nagyobb primszamok,
ezért kell, hogy a harom szomszédos szam koziil legyen 3-mal, illetve 5-tel oszthato szam.
Mivel a 2, 3, és 5 relativ primszamok, ezért a harom szomszédos szam szorzata biztosan

oszthat6 4-2-2-3-5 = 240-nel.
40.
A sorozat negyedik, illetve 6todik tagja sem lesz primszam.
3337 =47-71, 33337 =17-37-53

Belatjuk, hogy a sorozat végtelen sok Osszetett szamit tartalmaz. Mivel 333333 oszthato 7-tel,
ezért 3333337 = 10 - 333333 + 7 is oszthato 7-tel. A sorozatnak azok a tagjai, melyek
alakja az alabbi, szintén oszthatok 7-tel:

333333333333 -+-3333337
6db 6db 6db
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41.

Egy egész szam pontosan akkor nem primhatvany, ha van két relativ prim valodi osztdja.

Keressiik az n darab szamot a kdvetkezd alakban:
{2+M,3 +M,---,(n+ 1) +M}

Ha k osztoja M-nek 2 < k <n + 1 esetén és M = k - my,, akkor k + M = k(1 + m;). Ebbol

latszik, hogy ha k osztoja my-nak, akkor is a k és (1 + my,) relativ primek. Vagyis minden
1-nél nagyobb K esetén a k + M eldall két 1-nél nagyobb relativ prim szorzataként.

Ha tehat k2 osztéja M-nek 2 < k < n + 1 esetén, akkor a fenti alakban keresett szimok

egyike sem primhatvany. A feltétel biztosan teljesiil az alabbi valasztas esetén:
M =[(n+ D']?
42,

Azt kell belatni, hogy p pontosan akkor dsszetett szam, ha 1éteznek olyan a, b, ¢, d pozitiv

egész szamok, melyekre teljesiil a kovetkezé6: p =a+ b +c+ d és ab = cd.
1. Ha léteznek ilyen a, b, ¢, d pozitiv egész szamok, akkor
pb=ab+b?*+chb+db=cd+b?>+chb+db=(c+b)(d+h).

Ha p primszam lenne, akkor p vagy (c + b)-nek, vagy (d + b)-nek osztdja lenne, de ez nem
lehet, mertp =a+ b+ c+d miattp > (c + b) ésp > (d + b). Tehat p Gsszetett szam.

2. Ha p 0sszetett szam, akkor létezik olyan m > 1 és n > 1 egész szam, melyekre p = m - n.

Ekkorrp=(m—-1)(n-1)+1+(m—-1)+(n-1).

Ebben a felirasban az els6 két tag szorzata egyenld a masodik két tag szorzataval és mind a

négy tag pozitiv. Vagyis létezik olyan felbontas, amit igazolni kellett.
43.

A két szam koziil legyen b > a ésn > |a| ésn > |b|,ahol b + n primszam. Ekkor 1 < a +
n < b + n teljesiil. A (b + n) csak eggyel és 6Gnmagaval oszthato, az (a + n) viszont nem
oszthat6 (b + n)-nel, hiszen kisebb nala. Tehat az (a + n) és (b + n) relativ primek. Az n

szamot pedig végtelen sok primszam koziil valaszthatjuk ki.
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44,
A masodfoku egyenlet gyokei €s egyiitthatoi kozotti sszefiiggés alapjan:
X1 X, =1—Dbésx; +x, =—a
Ebbdl:
a’? +b%=(x; +x)° + (1 —x; %)% = (1 + x3)(1 + x32)

Ha b # 1, akkor x; - x, # 0, vagyis a fenti szorzat tényezdi 1-t6l nagyobbak ¢és a feltétel

szerint egész szamok. Tehét az a® + b? valdban dsszetett szam.
45,

Ha a két tortet lehetne egyszertisiteni, vagyis szdmlaldja és nevezdje valamely p primszammal
oszthato, akkor az a - b szorzat oszthatd p-vel, de a és b relativ primek, tehat vagy a vagy b
oszthato p-vel. Tegyiik fel, hogy a oszthato p-vel. Mivel a + b is oszthat6 p-vel ekkor b-nek
is osztoja a p. Azonban igy a és b nem relativ primek. Tehat nem lehet egyszeriisiteni a két

tortet.
46.

Legyen az N sszetett szam legkisebb primosztdja p. EKkor: N = p - q. A feltétel szerint:
p3 > N =p - q,vagyis p? > q. Ha q dsszetett szam volna, pl ¢ = q; * q,, akkor a feltétel
értelmében q; > p és q, > p . Ezek szerint g, - g, = p? lenne, ami ellentmondas. Tehat q

primszam, ami az allitast igazolja.
47.

Mivela > 1ésn > 0,ezérta™ +1=>a+ 1> 2, tehat a” + 1 paratlan primszam lehet. De
a™ + 1 csak ugy lehet paratlan, ha az a paros. Hiaba volna azonban a paros, az a™ + 1
mégsem lehetne prim, ha n nem volna 2 hatvanya. Tegyiik fel, hogy n nem hatvanya 2-nek,
azaz van legalabb egy paratlan valodi osztdja. Ez legyen m! Ekkor: n = 2% - m, ahol k nem
negativ egész szam. Vagyis: a® + 1 = ™ + 1 = (azk)m + 1™. Az m-rdl feltettiik, hogy
paratlan. Tehat a™ + 1 két egyenl6 paratlan kitevoji hatvany osszegeként irhato fel. Ez az

Osszeg viszont mindig oszthatd az alapok 6sszegével, azaz a®  + 1-gyel. Tehat ha n-nek van

egy paratlan osztdja, akkor a™ + 1 biztosan nem lehet primszam.
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48.

Minden 3-nal nagyobb p primszam, mivel 2-vel és 3-mal nem oszthato, csak

6k + 1 vagy 6k — 1 alaku lehet. Tehat:

p? = (6k +1)?> =36k*+ 12k +1 =12 (3k? + k) + 1 = 12K + 1. Vagyis igaz az allitas.
49,

A k szammal osztva a végtelen sok primszamot, a maradékok szama véges: 0,1, -,k — 1. Ha
tehat a végtelen sok primszamot a k-val vald osztas maradéka szerint véges szami csoportba
osztjuk, akkor kell lennie legalabb egy olyan csoportnak, amelyben végtelen sok primszam

talalhato. Ezek mindegyike k-val vald osztasnal ugyanazt az r maradékot adja:
pr=k-xy+r,p,=k-x,+r,---,ahol 0 <r <k.
Ezen sorozat barmely két tagjanak kiilonbsége oszthato k-val:
pi —p; = a(x; — x;).
Tehat igaz az allitas.
50.
290304 =2%-3%-7

1.p2—=1=(p—1)(p+ 1). Mivel p paratlan, ezért (p — 1) és (p + 1) két egymas utdn

kovetkezd paros szam, melyek koziil az egyik 4-gyel is oszthat6. Tehat p? — 1 oszthatd

23 — nal. Tovabba p — 1,p,p + 1 hdrom egymas utani szam, vagyis az egyik biztosan

oszthat6 3-mal, de a feltétel szerint ez nem lehet a p. Mivel 23 és 3 relativ primek, ezért
p? — 1 oszthat6 23 - 3 — mal és igy (p? — 1)(q? — 1) oszthat6 2° - 32 — nel.

2.p%—q% = (p? — ¢»)(p* + p%q? + q*). Mivel p és q sem 2-vel, sem 3-mal nem oszthatd,
ezértp = 6a = 1,q = 6b £ 1 alaku és igy:

p? —q% = (6a+ 1)? — (6b + 1)% = 36(a® — b?) + 12(a — b) =
=12[3(a + b) + 1](a — b)
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Ha (a — b) paros, akkor p? — q? oszthat6 24-gyel, ha (a — b) paratlan, akkor 3(a + b) + 1
paros, vagyis p? — q? ekkor is oszthatd 24-gyel. Tehat p® — q° biztosan oszthat6 23-nal.

3.p% —q°% = (P? — ¢»)[(P? — q*)* + 3p?q?]. Mivel a feltétel szerint
p =3a =+ 1ésq = 3b =1 alaku, ezért:
p? =9a%*+6a+1=3K +1ésq = 3L+ 1 alakq, vagyis:

p? —q? = 3(K — L) ésigy [(p? — q%)? + 3p?q?] is oszthaté 3-mal. Tehat p® — q® oszthato

23-nal.
4. Mivel p és q sem oszthato 7-tel, ezért:

p=7ax1lvagyp =7ax2vagyp =7a+3

q=7bt1vagyq=7b+2vagyq=7b=%3
alaku. A binomialis tétel alapjan:

(7Tk+ 1) =74+1
(7Tk+2)=7B+64=7(B+9)+1
(7Tk+3)6=7C+729=7(C+104) + 1

Ezek alapjan:
p® — q® = 7D alak, vagyis oszthat6 7-tel.
A felsorolt 1., 2., 3., 4. alapjan:
(P> —=1) - (p*—1) - (p® — q°) oszthat6 26 -3%2-23-32.7 =2%-3%-7 =290304-gyel.
51.
1. Ha n paros szam, akkor:

n=2k=2+4+2++2
k darab

2. Ha n paratlan szam, akkor

n=2k+1=2+4+2+--4+2+3
k—1darab
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52.

A Csebisev-tétel szerint minden k > 1-re 10% és 2 - 10 szamok kdzott van primszam, és ez
olyan szam, amelynek els6 szamjegye 1-es és k + 1 jegybdl all. Vagyis kiilonb6z6 k

értékekre, kiillonbozd ilyen primeket kapunk. Tehat igaz az allitas.
53.
A Csebisev-tétel szerint: Ha n > 2 egész szam, akkor létezik olyan p primszam, amelyre
n < p < 2n teljestil. Ezek alapjan p,, és 2p,, kozott lennie kell primszamnak, vagyis
Pri1 <2 Pn
54,
Az eldz6 feladatban szerepld Csebisev-tételt alkalmazzuk, és teljes indukcidval bizonyitunk.
1.Han = 2, akkor p, = 3 < 22 = 4. Ez igaz.
2. Tegyiik fel, hogy n = k esetén igaz. Vagyis: p, < 2%, ahol k > 2.

3. A Csebisev-tétel szerint 2% és 2¥+1 kozott létezik primszam, amely nagyobb, mint py,.

Tehat igaz az alabbi egyenldtlenség:
Prsr < 2K+1
55.
Legyena,a+d,a+ 2d,---,a + nd, --- egy szdmtani sorozat, ahola > 1 és d > 0.
Ha d = 0, akkor lehet minden tag primszam, pl. 3,3, 3,---. Had > 0, akkor lesz egy
a + ad = a(1 + d) tagja, ami Osszetett szam. Tehat nem lehet minden tagja primszam.

Megjegyzés: Ben Green és Terence Tao 2004-ben bizonyitottak, hogy minden k > 1 szamra,

a primszamok sorozataban létezik végtelen sok k hosszlisagu szamtani sorozat.
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56.

A Dirichlet-tétel szerint végtelen sok 15k + 7 alaka primszam létezik, ahol (15,7) = 1.
Ebben az esetben (15k + 7) — 2 = 15k + 5 oszthatd 5-tel, illetve (15k +7) + 2 = 15k + 9

oszthato 3-mal, vagyis nem primszam. Tehat igaz az allitas.
57.

Egy p primszam kiilonb6z6 hatvanyainak utolsoé szamjegye legfeljebb 10-féle lehet. (Ettol
kevesebb lehet, mert primszamrol van szo!) Ha vessziik p 11db kiilonb6z6 hatvanyat, akkor
ezek kozott biztosan lesz kettd, amelyek utols6é szamjegye azonos. Az utolsé el6tti szamjegy
helyére is legfeljebb 10-féle szamjegy keriilhet, igy az utols6 két szamjegy legfeljebb 102-
féleképpen végzddhet. Ha vessziik p-nek 102 + 1 db kiilonbozd hatvanyat, akkor ezek kozott
biztosan van kettd, melyek utolso két szamjegye azonos. Ezt a gondolatot folytatva: Ha
vessziik p-nek 10™ + 1 db kiilonb6z6 hatvanyat, amelyek legalabb n szamjegybdl allnak,

akkor ezek kozott biztosan lesz ketto olyan, amelyeknek az utolsé n db szamjegye azonos.

Tekintsiik p-nek 10° + 1 db olyan hatvanyat, amelyek legalabb 5 szamjegytiek. Ezek kozott
az el6z0 indoklas szerint, kell lennie két olyannak, amelyek utols6 5 szdmjegye azonos.

Legyen ez a két hatvany p* és p!, ahol k > L. Ezek kiilonbsége oszthatd 10°-nel, vagyis

p* —p! = A-10°, ahol A egész szam. Ezt atalakitva: p'(p*~t — 1) = A - 105. Ebbdl latszik,
hogy 10> osztoja a bal oldali szorzatnak. Mivel p > 5, ezért (p, 10) = 1 relativ primek, ezért
p' és 105 is azok. Ebbél kdvetkezik, hogy 10° osztoja kell, hogy legyen p*~t — 1-nek, azaz:
p*~t —1 = B-10°, ahol B egész szam. Ebbdl: p*~t = B - 105 + 1. Ez az egyenldség azt
jelenti, hogy p*~! utolsé 5 db szamjegye: 00001.

Megjegyzés: A bizonyitasbol 1athatd, hogy nem csak az utolsé 5 db szamjegyre, hanem

tetszOleges db szamjegyre is megfogalmazhato a feladat.
58.

Legyen p = 5 primszam! Ezt a primet 12-vel osztva a maradék nem lehet paros, mert p =
12k + 21 paros szam. A primet 12-vel osztva a maradék nem lehet 3-mal oszthatd sem, mert

p = 12k + 31 = 3(4k + 1) oszthat6 3-mal, vagyis nem primszam.
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Tehat ha egy ilyen primet 12-vel osztunk, akkor a maradék csak 1, 5, 7, 11 lehet, vagyis
minden p > 5 primszam a kovetkez6 alakba irhato: p = 12k + 1 vagy p = 12k + 5. Ezek

négyzete:
p% = (12k + 1) = 122k? + 24k + 1 vagy p? = (12k £ 5)? = 122k? + 120k + 25

Mindkét esetben a p?-t 12-vel osztva, a maradék 1 lesz. Vagyis 12 db ilyen prim négyzetének

mindegyike 12-vel osztva 1 maradékot ad, tehat ezek 6sszege valoban oszthato 12-vel.
59.

Vizsgaljuk meg az egyenlGség két oldalanak paritasat. Egy pozitiv egész szam n-edik

hatvénya akkor és csak akkor péros, ha az alap is péros.

Ha mindkét oldal paros, akkor hdrom eset lehetséges:

1. Mind a hat szam péros.

2. Mindkét oldalon két-két paratlan és egy-egy paros szam van.

3. Az egyik oldalon két paratlan és egy paros, a masik oldalon harom paros szdm szerepel.
Ha mindkét oldal paratlan, akkor is hdrom eset lehetséges:

1. Mind a hat szam paratlan.

2. Az egyik oldalon egy paratlan szdm van, a masikon pedig harom péaratlan.

3. Mindkét oldalon egy-egy paratlan szam szerepel.

Tehat az egyenldség akkor teljesiil, ha a megadott hat szdm kozott a paratlan szamok szdma
paros. Ez viszont azt jelenti, hogy az a; + a, + a3 + a4 + as + a4 6sszeg biztosan paros,

vagyis nem lehet primszam.
Megjegyzés: A feladatot altalanosithatjuk. Bizonyitsuk be, hogy ha
at + a3 +--+ay = bt + b} + -+ by

akkoraz at + a} + -+ ap + b + b} + -+ + b} dsszeg nem lehet primszam!
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60.

Vizsgaljuk meg, hogy p? + p + 1 és p? — p + 1 milyen p primek esetén lesz szintén

primszam. A p = 2 esetén mindkét kifejezés prim.
Minden primszam 3-mal osztva (kivéve a p = 3 eset), 1 vagy 2 maradékot ad.
Vagyis p = 3k + 1 vagy p = 3k + 2 alaki. Ezek négyzete:

p? = Bk +1)? =9k? + 6k + 1vagy p? = 3k + 2)> = 9k? + 12k + 4

Mindkét esetben 3-mal osztva 1 maradékot adnak, tehat barmely 3-t6l kiilonb6z6 prim

négyzete: p> = 3N + 1 alakq.

Ha a vizsgalt prim p = 3k + 1, akkorp? + p+1 =3N + 1+ 3k + 1 + 1 = 3L + 3, vagyis

nem primszam.

Ha a vizsgalt prim p = 3k + 2, akkorp? —p+1=3N + 1 —3k — 2 + 1 = 3M, vagyis

nem primszam.
Még a p = 3 esetet kell megvizsgalni. Ekkor:
p’+p+1=9+3+1=13¢ésp?’—-p+1=9-3+1=7

Vagyis a p = 3 is megfelel. Tehat csakis p = 2 és p = 3 esetén lesz mindkét kifejezés értéke

primszam. Ezekre az értékekre:
1.Hap=2,akkorp*+p3+p?+p+1=16+8+4+2+ 1= 31. Ez primszam.

2.Hap=3,akkorp* +p3+p?2+p+1=81+27+9+3+1=121=11%Ez

négyzetszam. Tehat igaz az allitas.
61.
Alakitsuk at a kifejezést az alabbi modon:
ami+en?+an+l1=n*+4an+6n’+4n+1-n*=m+1D*—-n*=
=[(n+1)?—-n?]-[(n+1)?+n?] =

=M?+2n+1-n?)-N?*+2n+1+n?)=2n+1)-2n?>+2n+1)
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Egy p prim csak ugy bonthato két pozitiv egész szorzatara, hap = 1 - p. Mivel

Cn+1)<@n?+2n+1),ezért 2n+1)=1és2n*+2n+1)=p.Ha2n+1) =1,

akkor n = 0 és p = 1 lenne, ami nem lehetséges. Tehat igaz az allitas.
62.

Ha a p29 + %P 6sszeg prim, akkor az csak paratlan lehet. Ebbdl kivetkezik, hogy a p és q
egyike paros. Legyen p = 2! Ekkor:

p2q+q2p=22q+q4=4q+q4

A 4 hatvanyai paratlan kitevo esetén 4-re, paros kitevo esetén 6-ra végzddnek. Mivel q
paratlan, ezért 47 utols6 szamjegye 4. A 2 és 5 kivételével minden primszam 4-dik hatvanya
1-re végzddik. Ezek szerint: 49 + g* = ---4 + -+ 1 = --- 5. Ez a szdm viszont oszthato 5-tel.
Mar csak a g = 5 esetet kell vizsgalni. Ha g = 5, akkor 4% + 5% = 1649 = 17 - 97, vagyis

nem primszam. Tehat igaz az allitas.
63.

Az 5-nél nagyobb primszamok 30-cal osztva 1,7,11,13,17,19,23,29 maradékot adhatnak.

Ezért ezek a szamok az alabbi négy alakban irhatok fel, ahol k > 0 egész szam:
l.eset:p =30k £ 1.
2.eset:p =30k £ 7.
3.eset: p = 30k + 11.
4. eset: p = 30k £ 19. Vizsgaljuk meg a négy esetet!
Az 1. esetben:
p? = (30k + 1)2 = 900k? + 60k + 1 = 30(30k? + 2k) + 1

Ez 30-cal osztva 1 maradékot ad.
A 2. esetben:

p? = (30k +7)? = 900k? + 420k + 49 = 30(30k? + 14k + 1) + 19

Ez 30-cal osztva 19 maradékot ad.
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A 3. esetben:
p% = (30k £ 11)? = 900k? + 660k + 121 = 30(30k? + 22k + 4) + 1
Ez 30-cal osztva 1 maradékot ad.
A 4. esetben:
p% = (30k £ 17)? = 900k? + 1020k + 289 = 30(30k? + 34k +9) + 19
Ez 30-cal osztva 19 maradékot ad. Tehat igaz az allitas.
64.

1. Allitas: Ha egy p > 3 primszamot 3-mal osztva 2-t ad maradékul, akkor 8p — 1 oszthato 3-
mal. A feltétel szerint a 8p — 1 prim. Tehat p-nek 3-mal osztva 1-et kell maradékul adnia,
ekkor viszont 8p + 1 oszthato 3-mal. Ha p = 3, akkor 8p + 1 = 25, ami szintén Osszetett

szam.

2. Allitas: Ha p nem oszthato 3-mal, akkor a p? 1 maradékot ad 3-mal osztva. Ekkor 8p? + 1
oszthat6 3-mal. Hap = 3, akkor 8p? + 1 = 73 és 8p? — 1 = 71, ami az 4llitast bizonyitja.

65.

A 3-nél nagyobb primszamokat 6-tal osztva 1 vagy 5 maradékot adnak. Ha ugyanis a maradék
2 vagy 4 volna, akkor a szamnak péarosnak kellene lennie. Ha 3 lenne a maradék, akkor a
szam oszthato lenne 3-mal. Tehat minden 3-nal nagyobb primszamot 6k + 1 vagy 6k + 5

alakban lehet felirni. Ezek négyzete:

36k? + 12k + 1, illetve 36k?* + 60k + 25
Mindkét kifejezés 1-et ad maradékul, ha 12-vel osztjuk. Tehat igaz az allitas.
66.

Harom 6k + 1 vagy 6k + 5 alaku szam koziil legalabb ketté egyforma. (A 65.-0s feladat
megoldasa alapjan.) Ezért a kiilonbségiik, amely d vagy 2d, oszthat6 6-tal, tehat d biztosan
oszthatd 3-mal. Tovabba két paratlan szam kiilonbsége oszthato 2-vel, akkor viszont d

oszthato 6-tal is. Tehat igaz az allitas.
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67. Végezziik el a kovetkezd atalakitasokat:
27 —1=02""+ )2 - ) =27+ )"+ )2 - ) = =
=¥+ )R+ )RV +1) 22+ DR+DE-1)

Tehata 22" — 1 = (22" + 1) — 1 szdm oszthat6 az dsszes elétte elhelyezkeds szamokkal a

sorban. Ebbdl kdvetkezik, hogy ha a 22" + 1 és 22° + 1 kifejezések (ahol k < n) van kozds
osztojuk, akkor a 2 szamnak is osztonak kell lennie ezzel a kdzos osztdval. A 2 azonban nem
lehet k6z0s osztdja a sorozat két egymas melletti elemének, mivel a sorozat elemei mind
paratlan szamok. Ebbdl pedig mar kdvetkezik, hogy a sorozat barmely két eleme egymashoz

képest relativ primek.

Megjegyzés: A feladat allitasabol specialisan az is kdvetkezik, hogy végtelen sok primszam
van. Ha ugyanis véges sok primszam volna, akkor nem létezhetne végtelen sok olyan szam,

amelyek koziil barmely ketté mindig relativ prim lenne.
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